Skript zur 8. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 18. April, 2011.

3 Komplexe Vektorraume

In der Quantenmechanik werden physikalische Zustdnde durch Vektoren in einem unendlich
dimensionalem Vektorraum beschrieben, und Observabelen als hermitesche lineare Opera-
toren in diesem Vektorraum. In dieser Vorlesung werden die mathematischen Eigenschaften
von endlich-dimensionalen Vektorraumen und linearen Operatoren in diesen Vektorraumen
besprochen.

3.1 Komplexe Vektorraume

1. Die Menge der “Vektoren”

ay
a2
a= . ,
an
wobei ay, as, . . ., ay komplexe Zahlen sind, wird ein N-dimensionaler komplexer Vektorraum

V genannt. Fiir Vektoren im Vektorraum sind die Addition,

a1+b1
ath= : ,

any + by
und die Multiplikation mit einer komplexen Zahl A,

)\CLl
Aa = : ,
)\CI,N

definiert.

2. Das Skalarprodukt von zwei Vektoren a und b ist als

N
(a,b) = a;b;
i=1
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definiert.

Eigenschaften des Skalarprodukts sind:

e (a,b) = (b,a)’,

e (a,\b) = A (a,b),

e (a,b+c)=(ab)+(ac),

e (a,a) > 0; (a,a) = 0 nur wenn a =0,
Definitionen:

e ||al| = /(a,a) ist der Norm des Vektors a.

Zwei Vektoren a, b werden orthogonal genannt, wenn (a, b) = 0.

Zwei orthogonale Vektoren a, b werden orthonormal genannt, wenn ||al| = ||b|| =
1.
Eine Basis ey, - - -, ey fiir den Vektorraum besteht aus N Vektoren, sodass jeder

Vektor a in einer Weise als lineare Kombination der Basisvektoren geschrieben
werden kann,
a:>\161+-~-+)\NeN.

Eine Basis wird orthogonal /orthonormal genannt, wenn die Basisvektoren ey, - - -, ey
orthogonal /orthonormal sind. Fiir eine orthonormale Basis gilt deshalb

(ei>ej) = 5z'j>

wobei d;; das “Kronecker” §-Symbol ist [§;; = 1 wenn ¢ = j und ¢;; = 0 wenn
i # j]. Fir eine orthonormale Basis konnen die Koeffizienten \; mit Hilfe des
Skalarproduktes bestimmt werden

>‘j = (ejva>'
Beweis:
(ej,a) = (ej,)\le1+...+)\NeN)
= Ai(ej,e1)+ ...+ An(ej,en)
= Aj.
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e Der Vektor pej(a) = (e;,a)e; heiflt die Projektion von a auf den Basisvektor e;.
Es gilt die Vollstandigkeitsrelation

N

a= Zﬁej(a) = Z(ej,a)ej.

Jj=1

3.2 Lineare Operatoren

1. Ein linearer Operator A ist eine Funktion, die den Vektorraum in sich selbst abbildet,
sodass

A(da+ pub) = AA(a) + pA(b)

fiir beliebige Vektoren a und b und komplexe Zahlen A und p. Man schreibt Aa anstatt
A(a).

Eigenschaften:

e Wenn A und B lineare Operatoren sind, dann auch M + uB .
e Wenn A und B lineare Operatoren sind, dann auch AB und BA. Die Operatoren
AB und BA sind definiert durch die wiederholte Anwendung der Operatoren,
(AB)a = A(Ba), (BA)a = B(Aa).

Wichtige Bemerkung: Die Operatoren {AU}A? und BA miissen nicht die gleichen
Operatoren sein. Man nennt [A, B = AB — BA den “Kommutator”. Operatoren
A, B mit [A, B] =0 werden “vertauschbar” genannt.

Beispiele von linearen Operatoren:

— Der Nulloperator 0, definiert durch 0a = 0 fiir alle a;
— Der Einheitsoperator 1, definiert durch 1a = a fiir alle a;
— Die Projektion P,

e Sei e, ey, ..., ey eine orthonormale Basis fiir den Vektorraum V. Ein linearer
Operator wird dann vollstandig festgelegt durch die N? komplexen Zahlen A;; =
(e;, Aej). Diese Zahlen bilden eine N x N-Matrix,

All A12 AlN
ANl AN2 ANN
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Sie werden die Matrixelemente des Operators A in der Basis ey, . .., ey genannt.
Wenn ein Vektor a durch seine Komponente

ay
a—
an
in einer orthonormalen Basis ey, - -+, ey dargestellt wird, so ist die Wirkung des
Operators A nichts anderes als Multiplikation mit der Matrix der Matrixelemente

A

ij
o tr A= Zfil Ay wird die Spur genannt.
e Ein Operator A mit (Aa, Ab) = (a, b) wird unitér genannt. Ein unitérer Operator
bildet eine orthonormale Basis {e;} auf eine andere orthonormale Basis {€’} ab,

wobel e;- = Ae;.

2. Zu jedem Operator A gibt es den hermitesch konjugierten Operator AT, der von der
Eigenschaft

(ATa, b) = (a, flb)
eindeutig festgelegt wird. Es gelten folgende Eigenschaften:

o (ANt = A,
Beweis: Es gilt ((Af)fa,b) = (a, ATb) = (Ab,a)* = (b, Aa)* = (4a,b) fiir beliebige
Vektoren a und b.

e (AB) = BTAT.

o (MA+ puB)t = MAl + # Bl

e Fiir die “Matrixelemente” der hermitesch konjugierten Operator gilt (AT)Z.J. = A,
Beweis:

(AN)ij = (es, ATej) = (Alej,e.)" = (e, ATey)" = Aj;.
e Fiir einen unitiren Operator A gilt ATA = AAT = 1.
3. Ein Operator A heiBt hermitesch, wenn A = A, In diesem Fall gilt, dass A;; = A7,
Beispiele: Die Operatoren 0 and 1 sind hermitesch; P, ist hermitesch.

Wichtige Eigenschaften: Wenn zwei Operatoren A, B hermitesch sind, dann ist die
lineare Kombination AA 4 B auch hermitesch, falls A , ju reelle Zahlen sind. Aber das
Produkt AB ist nur hermitesch, wenn die Operatoren A und B vertauschbar sind.
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4. Ein Vektor e, # 0 mit der Eigenschaft, dass Ae, = ae,, wobei a eine komplexe Zahl
ist, ist ein Eigenvektor des Operators A. Die Zahl a ist der zugehorige Eigenwert.

e Die Eigenvektoren eines linearen Operators A zu einem bestimmten Eigenwert a
bilden einen komplexen Vektorraum. Dieser Vektorraum wird mit V,, bezeichnet.
Die Dimension N, von V, ist die Entartung des Eigenwertes a.

Beweis: Seien e,; und e, zwei Eigenvektoren zu der glelchen Eigenwert a. Dann
Aea 1 = aeg; und Aeag = aeq 2. Damit gilt auch, dass A()\ea 1+ peq) = )\Aea 1+
,uAemg = a(Neq,1 + 11€4,2), so dass e, 1 + p1eq 2 ein Eigenvektor des linearen Operators
A zu der Eigenwert a ist.

Sei e, 1, -, €, N, eine orthonormale Basis fiir V,. Dann wird der Operator
P Pea 1 ot Pea,Na

die Projektion auf V, genannt. Es gilt

Na
pab = Z(ea,j, b)em.
j=1

e Wichtiges Theorem:

— Alle Eigenwerte eines hermiteschen Operators A sind reell; die Eigenvektoren
zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

— Es gibt eine orthonormale Basis fiir den Vektorraum V' aus Eigenvektoren des
Operators A.

Die zweite Behauptung ist ein wichtiges Ergebnis der linearen Algebra und wird hier
nicht bewiesen. Um die erste Behauptung zu beweisen, bemerken wir, dass

Ae, = ae,.
Hieraus folgt einerseits, dass
(e, Aey) = (€q,aeq) = alleq]]?.
Anderseits findet man, under Beniitzung der Tatsache, dass A hermitesch ist, dass auch
(eq, Ae,) = (Aey, eq) = (€4, Adey)* = a*|leq||*.

Daraus folgt, dass a = a*. Weiterhin, wenn e, und e, Eigenvektoren zu unterschiedlichen
Figenwerten a und b sind, d.h., Ae, = ae, und Ae, = bey mit a # b, dann findet man,
dass einerseits R

(eq, Aep) = b(egy, €p),
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wahrend andererseits X X
(eq, Aep) = (Aegy, €p) = aleq, ep).

Hieraus folgt dann, dass (e,,ep) = 0.

5. Seien A und B zwei lineare Operatoren. Dann wird der Vektor e,; ein gemeinsamer
Eigenvektor zu der Eigenwert-Kombination (a,b) genannt, wenn

Aea,b = aea,b, und Be&b = bemb,

wobei a und b komplexe Zahlen sind. Die gemeinsamen Eigenvektoren zur Eigenwert-
Kombination (a,b) bilden einen Vektorraum, V, ;. Die Dimension N, dieses Vektor-
raums wird die Entartung dieser Eigenwert-Kombination genannt. Eine orthonormale
Basis fiir V,,; wird dann von N,; Vektoren e, ;, j = 1,..., Nyy, gebildet.

e Seien A und B zwei hermitesche Operatoren. Dann gilt folgende wichtige Eigen-
schaft: Es gibt eine orthonormale Basis von gemeinsamen Eigenvektoren e,y
fir den Vektorraum V' dann, und nur dann, wenn A und B vertauschbar sind,
[A, B] = 0.

Beweis: Wenn es so eine Basis e, 5 ; gibt, dann gilt
A, B]ea,b,j = (ab—ba)eqgp; =0

fiir alle Basisvektoren, und, daher, fiir den ganzen Vektorraum V. Umgekehrt, wenn
e, ein Eigenvektor des Operators A zu der Eigenwert a ist (d.h., e, ist ein Element des
Vektorraumes V, ), dann ist auch Be, ein Eigenvektor des Operators A zu der gleichen
Eigenwert a, da aus AB = BA folgt, dass

A(Be,) = B(Ae,) = B(ae,) = a(Be,).

Deshalb kann dass Eigenwert-Problem des Operators B in jedem Vektorraum V, der
Eigenvektoren des Operators a getrennt gelost werden. Die Basis von Eigenvektoren,
die man in dieser Weise findet, besteht aus gemeinsamen Eigenvektoren der Operatoren
A und B.

e Ein Satz vertauschbarer hermitescher Operatoren A, B,é, ... heifit komplett,
wenn die Eigenwert-Kombinationen (a, b, ¢, ...) nicht entartet sind. [In anderen
Worten: Ny = 1 fir jede Eigenwert-Kombination (a,b,¢,...).] In diesem Fall
sind die gemeinsamen Eigenvektoren e, ... eindeutig festgelegt, bis auf Multip-
likation mit einem Phasenfaktor e/®abe....
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3.3 Dirac Notation

1. Wir haben gesehen, dass die Wirkung eines linearen Operators als “Matrix Multip-
likation” dargestellt werden kann. Das Gleiche gilt fiir den Skalarprodukt. Hierzu
definiert man (rein formal) zum Vektorraum V den dualen Vektorraum V, der die
dualen Vektoren

al = (a;a;"Wa*N)

enthélt. Der Skalar-Produkt (a,b) ist dann ein gewdhnliches Matrixprodukt,
(a,b) = a'b.
In dieser Notation gelten folgende Eigenschaften:

(Aa+pb)t = Aal + b,
(Aa)f = alAf,
(a,Ab) = afAb (als Matrixmultiplikation).

2. Dirac hat eine besonders wirtschaftliche Notation fiir Vektoren und Skalarprodukte

eingefiihrt. Diese Notation wird haufig in der Quantenmechanik beniitzt. In der Dirac
Notation schreibt man Vektoren, duale Vektoren und Skalarprodukte als

a — |a) “ket”
al — (a “bra”
(a,b) — (a]b) “bra-ket”

Beispiele:

Y
o
=
I
Q

3
Y
=
1
Y
b
I
&
Y
\.—F

Da ((a|A)|b) = (a|(A|b)) schreibt man symmetrisch

((alA)[b) = (al(A]p)) = (alAJb).

Vorteil der Dirac-Notation ist eine wirtschaftliche Darstellung:
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e Eigenvektoren e, eines Operators A werden durch den “ket” |a) dargestellt. (Dies
ist vor allem hilfreich, wenn der Eigenwert a nicht entartet ist!)

e Den Projektionsoperator P, schreibt man dann als

Beweis: Fiir einen willkiirlichen Vektor a, gilt dass
Pela) = (ela)le).

e Die Orthonormalitdt und Vollstandigkeit einer Basis la, j) aus Eigenvektoren eines
hermiteschen Operators A, d.h., Ala, j) = ala, j), wird dann geschrieben als

<aa j|a'/a ],> = 5aa’5jj’a

> la,j)a.j] = 1.
a7j
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