Skript zur 4. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 29. April, 2011.

4 Hilbertraum

In der klassischen Mechanik wird ein Massenpunkt vollstandig durch den Ort r und den
Impuls p beschrieben. In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Massenpunktes durch
einen Vektor [¢) in einem unendlich-dimensionalen komplexen Vektorraum H beschrieben.
Dieser Vektorraum wird Hilbertraum genannt, und die Vektoren [¢)) konnen als Funktionen
¥ (r) dargestellt werden. Messbare Grossen (Observablen) in der Quantenmechanik sind
hermitesche Operatoren im Vektorraum H und die Eigenwerte dieser Operatoren sind die
moglichen Ergebnisse einer Messung der Observable.

Da der Hilbertraum, lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, und deren Eigenwerte eine
so bedeutende Rolle in der Quantenmechanik spielen, werden wir nun zuerst die mathema-
tischen Eigenschaften dieses Vektorraums besprechen. Eine ausfiihrliche Beschreibung der
Postulate der Quantenmechanik folgt in der nachsten Vorlesung.

4.1 Quadratintegrable Funktionen in einer Dimension

Der Hilbertraum H = {Funktionen F(z) auf R mit [ > dz |F (z)]* < oo} ist der komplexe
Vektorraum der “quadratintegrable Funktionen” in einer Dimension. Auf H sind, wie fiir
jeden Vektorraum, ein Skalarprodukt, Basis, lineare Operatoren, Eigenwerte, usw. definiert.

1. Die Definitionen des Skalarprodukts und der Norm sind die Verallgemeinerungen des
Skalarprodukts und der Norm in einem endlich-dimensionalen Vektorraum,

(F,G):/_OO da F*(2)G(), ||F||:\/(F,F):/Ood:):|F(x)|2.

[e.9]

2. Es gibt keine endlich-dimensionale Basis fiir . Stattdessen gibt es drei Sorten unendlich-
dimensionaler Basen:

(a) Eine diskrete Basis {£,} wobei n eine ganze Zahl ist. Eine diskrete Basis kann
orthonormal gewahlt werden. In diesem Fall gilt:
e Normierung: (E,, E,) = [ dx E;Ey(x) = 6pw
e Vollstandigkeit: F(z) = >, (E,, F) E,(x) fir beliebige Funktionen F(z) in
H.
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(b)

Eine kontinuierliche Basis {E,,}, wobei n € R eine kontinuierliche Variable ist. In
diesem Fall findet man, dass die Basisfunktionen F, kein Teil des Hilbertraums
sind, da sie nicht quadratintegrabel sind. Deshalb ist eine kontinuierliche Basis
streng gesehen keine Basis vom Vektorraum 4. Aber es ist in vielen Anwendungen
sehr hilfreich, eine kontinuerliche Basis zu verwenden.

Eine kontinuierliche Basis kann nicht orthonormal gewéhlt werden. Stattdessen
gibt es eine “Delta-Funktion Normierung”, wobei

(E,, By) = / " i BB () = 6(n — ).

o0

Fiir eine Delta-Funktion normierte Basis lautet die Vollstandigkeitsrelation:
Fla) = / dk (B, F) By (x).

Eine gemischte Basis { £, } mit n teils diskret, teils kontinuierlich. In diesem Fall
sind die Basisfunktionen E,, im Hilbertraum H in dem Bereich, wo n diskret ist,
und ausserhalb des Hilbertraums wenn n kontinuierlich ist. Mit der Notation

S _{ >, wenn n diskret

J dn wenn n kontinuierlich

und
D { O/ wenn n, n’ diskret
nn/ —

d(n —n') wenn n, n’ kontinuierlich
konnen die Normierung und Vollstandigkeitsrelationen beider Bereiche in einer
Gleichung dargestellt werden,

(Ep, En) =Dy, F(z) =S, (Ey, F) Eq(z).

Beispiele einer kontinuerlichen Basis fir H:

e Die Funktionen E,(z) = §(x — 2’). Die Delta-Funktion-Normierung dieser Ba-
sis und die Vollstdndigkeit folgen direkt aus den Eigenschaften der Dirac Delta
Funktion,

(Ey,Epr) = /daz §(x —2")o(xz — 2”)
(

N x//)
F(z) = /dx/F(w’)W—x’)
- / dr'(By, F)Ey (z)

fiir beliebige Funktionen F(x).
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e Die Funktionen Ei(x) = (1/v/27)e*®. Die Delta-Funktion-Normierung dieser Ba-
sis ergibt sich aus der Fourier Darstellung der Dirac Delta Funktion

1 _. /
5(k — k')

wéahrend die Vollstdndigkeit aus der Fourier-Analyse folgt,
F(z) = /dk G(k)Ex(z),

wobei
G(k) = (EkF)
/d:n e R p(g).

1
Var
3. Die wichtigsten Beispiele linearer Operatoren auf H sind:

e Der “Nulloperator” 0, definiert durch
0F(z) =0
fiir beliebige quadratintegrable Funktionen F'(x).
e Der “Einheitsoperator” 1, definiert durch
1F(x) = F(x)
fiir beliebige quadratintegrable Funktionen F'(x).
e Der Operator z, definiert durch

e Der Operator /%, definiert durch

. dF
kF(z) = —i—
(¢) = —i——

4. Genau wie bei endlich dimensionalen Vektorrdumen sind Linearkombinationen und
Produkte linearer Operatoren wieder lineare Operatoren. Operatoren miissen nicht
vertauschbar sein!

Beispiele:
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e Die Operatoren 0 und 1 sind vertauschbar,

(e}

01 =

o =

so dass [0,1] = 0.

e Die Operatoren # und k sind nicht vertauschbar: Einerseits gilt

o3 . dF(x)
F = —
TkF(z) w— =,
wéhrend andrerseits
kiF(z) = —iixF(x)
N dx
dF(z) .
N dz ~iF(@)
Hieraus folgt, dass R
[z,k] =il

5. Wie in endlich dimensionalen Vektorraume wird der hermitesch konjugierte Operator
A" durch (ATF,G) = (F, AG), mit beliebigen Funktionen F' und G, festgelegt. Ein
linearer Operator A ist hermitesch, wenn A" = A.

Beispiele: 0, 1, # und k sind hermitesch. Letzteres ergibt sich aus der partiellen Integration,

(FhG) — / d:nF*(:n)(—i)d(;;x)

. dF*(z)
= z/d:z: T G(z)

= / dz(kF(x))*G(z)
= (kF, Q).

6. Eine Funktion Fj(z) mit der Eigenschaft AF, = aF,, wobei a eine komplexe Zahl
ist, wird eine Eigenfunktion des Operators A genannt. Die komplexe Zahl a ist der
zugehorige Eigenwert. Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell. Die
Menge aller Eigenwerte eines Operators wird das “Spektrum” genannt. Spektra her-
mitischer Operatoren konnen diskret sein, oder kontinuierlich, oder gemischt. In dem
letzten Fall gibt es diskrete und kontinuerliche Bereiche im Spektrum.
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Fiir einen diskreten Eigenwert gilt, dass die Eigenfunktion F, quadratintegrabel ist.
Fiir einen kontinuerlichen Figenwert gilt, dass die Eigenfunktion F} nicht quadratin-
tegrabel ist. In diesem Fall konnen die Eigenfunktionen aber Delta-Funktion normiert
werden.

Fir jeden hermiteschen Operator A gibt es eine Basis fiir # aus Eigenfunktionen des
Operators A. Diese Basisfunktionen sind orthonormal wenn das Spektrum diskret ist,
und Delta Funktion normiert wenn das Spektrum kontinuerlich ist.

Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators A zum Eigenwert a bilden einen
Vektorraum, H,. Die Dimension dieses Vektorraumes wird die Entartung des Eigen-
wertes genannt. Eine Basis fiir H, wird dann mit {F,,} bezeichnet, wobei \ ein weit-
erer Index ist. Die Entartung kann im Prinzip auch unendlich sein. Der Parameter A
kann diskret sein oder kontinuierlich.

Normierung der Eigenzusténde: (E,y, Eyy) = DawDyy. Dies bedeutet:

(EaAa Ea/)\/) ‘ a diskret a kont.
A diskret Oua’ O\ d(a —a' )y
Akont. | ud(A—=N) d(a—a)d(N—N)

Der Operator f’a ist die Projektion auf H,,

paF(l') — S)\(EQA, F)E ().

Beispiele:
e Die Eigenwertgleichung fiir den Operator & (mit dem Eigenwert z’) lautet
2By (x) = xEy(x) = 2 Ey ().
Die Losung der Eigenwertgleichung wird durch die Dirac Delta Funktionen gegeben,
Ey(z) = 6(z — a').

Da alle reellen Zahlen 2’ als Eigenwert des Operators 2 auftreten, ist das Spektrum des
Operators & die Menge R der reellen Zahlen. Die Figenfunktionen haben eine Delta-
Funktion-Normierung und bilden eine Basis fiir H.

e Die Eigenwertgleichung fiir den Operator k (mit dem Eigenwert k) lautet

dEy ()
dx

kE(x) = —i = kEj ().

27



Die Losung der Eigenwertgleichung ist:

1 .
Ek(ﬂf) = \/—Z_welkm.

Das Spektrum des Operators k ist damit R. Die Eigenfunktionen Ej(z) haben eine
Delta-Funktion-Normierung und bilden eine Basis fiir H.

e Nun folgt ein Beispiel eines Operators mit einem diskreten Spektrum: Das Spektrum
des Operators

1 . .
h= 5 (& —ik)(& + k)

besteht aus den natiirlichen Zahlen n = 0,1,2,..., und die Eigenwerte sind nicht en-
tartet. Die Eigenfunktionen sind

1 n
En(x) = 77_%——2%”! <JZ — %) 6_%x2.

Diese Funktionen bilden eine diskrete (aber unendlich-dimensionale) orthonormale Basis
fur H. Die Losung der Eigenwertgleichung fir den Operator n folgt spéter in dieser
Vorlesung.

7. Seien A, B hermitesche Operatoren auf H. Eine Eigenfunktion E,;(x) wird eine
gemeinsame Eigenfunktion zur Eigenwert-Kombination (a, b) genannt, wenn AE, ,(x) =
aFE,y(x) und BE, () = bE,,(x). Genau wie bei endlich-dimensionalen Vektorriumen
gilt, dass es eine Basis von solchen gemeinsamen Eigenfunktionen E,;(x) gibt, dann
und nur dann wenn die Operatoren A und B vertauschbar sind. Ein Satz hermitescher
Operatoren A, B , C , .. .ist komplett, wenn das Spektrum der Eigenwert-Kombinationen
(a,b,c,...) nicht entartet ist. In diesem Fall gibt es nur eine Basis von gemeinsamen
Eigenfunktionen (bis auf Multiplikation mit einer komplexen Zahl).

4.2 Quadratintegrable Funktionen in drei Dimensionen

Der komplexe Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen F'(r) auf R? wird mit H beze-
ichnet und auch Hilbertraum genannt. Das Skalarprodukt auf H ist als

(F,G) = /drF*(r)G(r)

definiert.
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Die wichtigsten Operatoren sind

=>

-
I
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Iy

wobei

OF (r)
or '

Nicht alle Komponenten der Operatoren t und k sind vertauschbar,

[, k) =i, [&,k,] =[2k:] =0, usw.

FF(r) = zF(r), kF(r) = —i

Usw.

Beispiele kompletter Satze von Operatoren in drei Dimensionen sind:
e 2.7, 2; Basis Ev(r) = 6(r — /).
o k,, lgiy, k.; Basis By (r) = (2r)3/2eir,

4.3 Dirac Notation

Eine Funktion F(r) wird mit dem “ket” |F') angedeutet. Informell ist |F") als einen oo-
dimensionalen Spaltenvektor zu betrachten,

F(ry)
|Fye=" | Fl(rs)

Es gibt auch den “dualen” Hilbertraum mit “bra” Elementen (F|, die man informell als ein
oo-dimensionaler Zeilenvektor betrachten kann,

(F|“=" (F(r1)", F(ry)*,...).

Wie bei endlich-dimensionalen Vektorraumen schreibt man [AF) = A|F) und (AF| = (F|A".
Das Skalarprodukt (F,G) wird dann als (F'|G) geschrieben. Damit gilt dann auch, dass

(FIAG) = (F|A|G) = (ATF|@).

Die Dirac-Notation erlaubt eine sehr wirtschaftliche Darstellung von wichtigen Elementen
der Theorie:
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e Eigenvektoren/FEigenfunktionen eines hermiteschen Operators A zur Eigenwert a wer-
den als |a\) geschrieben, wobei der Parameter A eine Basis fiir den Hilbertraum #,
parametrisiert. Die Normierungs- und Vollstandigkeitsrelationen sind dann

(@ N|aA) = DaaDav, Sealad)(aA| = 1.

Um die letzte Gleichung zu begriinden entwickelt man eine beliebige Funktion /' nach Eigen-
funktionen Eg)(z) des Operators A,

F(z) = Sea(Ear, F)Eox(®).
In der Dirac Notation sieht diese Gleichung so aus:
IF) = Salal(a)|F).
Da dies fiir beliebige kets |F') gilt, findet man so die Operator-Gleichung
Sala)(a)] = 1.

Beispiele: Die “Ortsbasis” (mit den Eigenfunktionen E,. (r) = d(r — r’) als Basisfunktionen
wird in der Dirac Notation als |r’) angedeutet. Die “Fourierbasis” wird in der Dirac Notation
mit den kets |k) angedeutet. Die Vollstandigkeit dieser Basis wird dann durch die Gleichungen

/dr\r><r\ _ /dkyk><ky i

e Die Projektion auf den Vektorraum H, der Eigenfunktionen zum Eigenwert « ist, in
der Dirac Notation,

gegeben.

P, = Sy|a)) ().

Dies ergibt sich aus der Gleichung

B,F(2) = S\(Eax, F)Eax(2),

woraus folgt, dass
PalF) = SilaA)aAlF),
fiir beliebige |F).

e Seien A, B, C, ...ein kompletter Satz hermitescher Operatoren, dann
('t --|abc--+) = DyuDpyDew ... usw.
Sa7b7c,...\abc~ ~Mabe---| = 1.
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