Skript zur 6. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 6. Mai, 2011.

5.4 Irreversibilitat einer Messung

Postulat: Eine Messung fithrt zu einer irreversiblen Anderung des Zustandes [),

) = Paly),

Wenn man mit normierten Zustdnden arbeitet, muss man ggf. den Zustand pa|1/)) neu
normieren. Diese Anderung des Quantenmechanischen Zustandes durch eine Messung wird
“Kollaps der Wellenfunktion” genannt.

5.5 Schrodinger-Gleichung

Postulat: Die “Bewegungsgleichung” des Zustandes |¢)) wird durch die Schrédinger-Gleichung
gegeben. Diese lautet

O (x,1) = H(e, 1),

wobei H der Hamilton Operator ist.
In der Dirac-Notation sieht die Schrodinger-Gleichung so aus:

0 .\
h— = H k
o) = ) (),
SO (| = (Wl (bra)
Beispiel: Fiir ein Teilchen im Potentialfeld gilt H = %ZL + V(1), so dass
L0 h?
Zhaﬂ) (I‘, t) = ——AT/)(T, t) + V(r)¢(r, t)'

2m

Erweiterungen:

1. Skalarprodukte sind zeitunabhéngig: 4 (4 |1s) = 0

Beweis:
(grtont) 1 + il (510

= 5 () lea) — £t (1))
= 0.

d
E<¢1\¢2>
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2. Formale Losung der Schrodinger-Gleichung [4(t)) = U (t, to)[¥(to)), wobei U ein durch
die Schrodinger-Gleichung bestimmter Operator ist, der Evolutionsoperator genannt

wird. Der Evolutionsoperator U ist unitar, weil Skalarprodukte zeitunabhangig sind.

Wenn H zeitunabhéngig ist, gilt

Ult, to) = e #Ht=t0),
Beweis: Wir setzen to = 0 und beweisen, dass |¢(t)) = U(t,0)|¢(0)) mit U(¢,0) = e~ (/AL

und beliebigem |1(0)) der Schrédinger-Gleichung gentigt.

Der Exponent eines Operators wird als
e~ _ 2 ity
berechnet. Hieraus folgt, dass
zhth(t 0) = ih%e_(i/h)m
_ hi i ! (it /)
- i nﬁ( it/R)"LHT

Nun bemerken wir, dass der Term mit n = 0 nicht zur Summe beitriagt. Deshalb kann die
Summation bei n = 1 beginnen:

. d = n n—1rn
ih=-U(t,0) = Z; —it/h)" ' H
. 1 .
- H —it n—lHn—l
gmj¢um

N
= Hzm(—zt/h) H
=0
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Einsetzen von |¢)(t)) = e~/ WH !l4)(0)) in die Schrédinger-Gleichung gibt dann

d d _imi
iho (1) = ihe” (o))
= He /MMy (0))

= Hy(1)).

3. Fiir die Zeitabhangigkeit eines Erwartungswertes findet man:

d_ 1 P
20 = 3 (WIH, AllY).
Beweis:
d_ d 7
—a = (WA
= () 4w+ w1 (1)
= (A - (W] AHIY).

4. Eine Observable A wird erhalten genannt, wenn P(a) zeitunabhéngig ist fiir beliebige
Zustande [¢). Eine Observable A ist erhalten dann, und nur dann, wenn

[H‘, A] — 0.

Beweis: P(a) zeitunabhéngig fiir alle [1)) = der Erwartungwert @ ist zeitunabhéngig fiir alle
) = (Y[[H, All¢p) = 0 fiir alle |¢) = [H, A] = 0.

Umgekehrt, wenn [ﬁ, fl] = 0, dann auch [ﬁ, fl"] = 0 fiir beliebige n. Dann %a_” =0
fiir alle n. Da die Momente a™ die Wahrscheinlichkeitsverteilung festlegen, folgt, dass P(a)

zeitunabhéngig ist.

5. Ein Zustand [¢)) heiBit stationdr, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer be-
liebigen Observablen A in diesem Zustand zeitunabhéangig ist. Da die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen aller Observablen den physikalischen Zustand bestimmen, stellen
19()) und [¢(0)) den gleichen Zustand dar. Hieraus folgt, dass |¢(t)) = ¢®]2)(0))
mit einer beliebigen Phase a(t).
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Es gilt nun: |1) ist ein stationdrer Zustand < |¢) ist Eigenzustand des Hamiltonop-
erators H.

Beweis: Wenn H|i)) = EJ¢), dann [¢(t)) = e~ @/MEy(0)). Umgekehrt, wenn |¢) nicht
H-Eigenket, dann gibt es Fj, Ey, sodass (E1[¢) # 0 und (Eal) # 0. Dann (E;|4(t)) =
(Ejle=G/MEit 1) (0)) = e~ W/MEL(E|4(0)), § = 1,2. Andererseits, aus [)(t)) = ¢ ®)]1)(0))
folgt, dass (F;|u(t)) = €W (E;|1(0)), mit dem gleichen Phasenfaktor fiir j = 1,2. Da
FEy # FEs gibt dies einen Widerspruch.

Wenn H ein kontinuierliches Spektrum hat, gibt es keine normierten stationéren Zusténde.

Wenn H ein diskretes Spektrum hat, gibt es normierte stationare Zustande.
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6 Beispiele in einer Dimension

6.1 Freies Teilchen

Freies Teilchen:
~ 232
H=—.
2m

Aus [f[ ,p] = 0 folgt, dass es eine Basis von H -Eigenzustanden gibt, die zur gleichen Zeit
auch p-Figenzustande sind. Anders gesagt: Stationére Zustande konnen als p-Figenzustéande

gewdhlt werden. Die Eigenzustédnde |p) des Operators p = hk sind bekannt: Sie haben

Wellenfunktion .

wp(x) _ <$‘p> _ meipx/h.
Normierung:
(plp") = é(p — 1),
Vollstandigkeit:

Zugehoriger H -Eigenwert:

E(p) = m

Jeder H-Eigenwert (ausser E = 0) ist zweifach entartet:

Bemerkungen:

e Als H-Eigenzustiinde kann man auch lineare Kombinationen von t,(z) und ¢_,(x)

nehmen, z.B.

1 px 1 pr
cos — und ———sin

VTh ok JTho R

e Statt ¢,(z) verwendet man auch oft die Funktionen

mit p = ik, B(k) = 222

2m
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Normierung:

Vollstandigkeit:
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