Skript zur 7. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 9. Masi, 2011.

6.2 Wellenpaket fir freies Teilchen

Da sie nicht normierbar sind, stellen die Impuls-Eigenzustande keine physikalischen Zustande
dar!

Normierte Zusténde eines freien Teilchens (aber keine stationdren Zusténde!): kontinuierliche
Superposition oder Wellenpaket

vie) = [ dkok)untz),
wobei
Ur(z) = e
Die Funktion () ist quadratintegrabel wenn die Funktion ¢ quadratintegrabel ist,

1911 = Tloll-

Die Zeitabhangigkeit der Wellenfunktion v findet man aus der Beobachtung, dass die Funk-
tionen 1 (x) Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind, so dass ihre Zeitabhingigkeit
durch Multiplikation mit dem Phasenfaktor e *##*/" gegeben wird:

Y(x,t) = /dkgs(k)wk(z)e—glfkt

wobei 2
By = —Fk.
YT om
Beispiel: Gauflsches Wellenpaket,
1 k — ko)?
o) = ——oxp (-0,
(2%02)1 doj;

mit o und ky Konstanten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Impulses und des Ortes sind
dann:
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P(x7t) = W}(x?t)’Z

\/2mo?2 202
wobei
o dB| o
°7 k|, ~ m
und
02 B L_‘_ h2t2
4ol m? k
P(k)
%
<>
) |
K, k
Details der Berechnung;:
1 1 22 2
t — db—— = —(k—ko) /4crk+zkgc+zhk t/2m
¢(l’> ) / /_271‘ (271_0_]%)1/46

ei(kom+2cr% a?ht/m—kZht/2m)/(1+4h% o ¢t? /m?) )

<20_2 ) 1/4 e~k (@—hkot/m)?/(1+4h%a}t? /m?)

\/1+ 2ihoit/m

Der letzte Faktor fillt bei der Berechnung von |¢(z,t)|? weg.

m

Das Gaussche Wellenpaket (und auch das allgemeine Wellenpaket, siche unten) ist der
quantenmechanische Zustand, der einer klassischen Beschreibung eines freien Teilches am
nachsten kommt. In diesem Zustand wird das Teilchen sowohl durch ein Ort z als auch
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durch den Impuls p beschrieben. Allerdings sind sowohl x als p nicht scharf: Die Abweichun-
gen sind o, bzw. hop. Es gilt
0.0y > h/2,

wobei Gleichheit nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 auftritt.

Allgemeines Wellenpaket: Die Funktion ¢(k) ist so gewahlt, dass |¢(k)| ein scharfes Maxi-
mum bei k = kg hat.

Yo t) = / dk (k) (x)e HF,

wobei Yy (x) = \/%e“‘“. Man schreibt ¢(k) = |¢(k)| e *® und ¥y (z) = \/%—We““”.

Stationdre Phase Argument: Das Integral ist wesentlich # 0 nur wenn die Phase des Inte-
grands nicht schnell mit k& variiert bei k = ko, d.h. nur wenn

— - == x =0.

dk|,, —hdk |,
= Integral ist # 0 nur wenn,

T = xg + vot,
wobei
" do nd 1 dEk
= — und vg = ———| .
° dk|,, °7 hodk |,

Bemerkung: vy ist die “Gruppengeschwindigkeit” aus der Wellentheorie.

In der gleichen Weise fiihrt man
v t) = [ dho (Bv_sa)e i
ein.

= %X:XO'FV(S = %X:XO_V6

i L
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6.3 Periodische Randbedingungen

Periodische Randbedingungen sind ein Trick, um ein diskretes Spektrum (mit normierten
stationdren Zustdnden) zu erreichen: Man fordert, dass die Wellenfunktion der Bedingung

U(x) =z + L)
geniigt. Anders gesagt: Das Teilchen bewegt sich auf einem Ring mit Linge L.

e Skalarprodukt: (iy|is) = fOL dz Y} (z)a(x)

e Normierte p-Eigenfunktionen: ¢, (z) = %6—%1% mit p = 2“[‘", n=0,+1,+2, ...

(Die Quantisierung des Impulses folgt aus der Bedingung 1, (z) = v, (z + L), so dass
el = 1))

Normierung: (p|p) = d,p-

Vollstandigkeit: > [p){p| = 1.

p2

Energie-Eigenwert £, = o—.

e Fiir L — oo liegen die Impulswerte sehr nah beieinander.

e Statt ¢,(z) nimmt man auch ¢y (x) = %e“‘“ mit k= 2% n=0,£1,£2, -

6.4 Stickweise konstantes Potential: allgemeine Bemerkungen

Wir betrachten nun ein Teilchen mit Hamilton Operator

~ ﬁ2
H=— %
o + V(z),

wobei das Potential V' stiickweise konstant ist.
Um Energie-Eigenwerte und Eigenzustande zu finden, muss die Schrodinger Gleichung

{_h_zd_z n V(x)} V() = By(z)

2m da?

gelost werden.

Bemerkungen:
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e Wenn V(z) >V} fir alle x, dann auch £ > Vj

Beweis: Fiir jede normierte Wellenfunktion (z) gilt

2
WIHW) = (la—le)+ @V @))
Lo

o 00160) + [ oV (@) (e

v

1 2
— lp]® + Ve
o 1pY1” + Vo
> W

Diskrete Eigenwerte £ < V sind dann ausgeschlossen, weil

(We|HWE) = EWElYE) = E

wo |¢g) der zugehorige normierte Eigenzustand ist. Kontinuierliche Eigenwerte E < Vj sind
auch ausgeschlossen, weil man aus den zugehorige §-Funktion-normierten Eigenzustédnden
eine kontinuierliche, normierte Superposition bilden kann, fiir die man dann (|H|y) < Vo
finden wiirde.

e Wenn V(z) = V(—=x), dann
1, P) =0
mit P Paritatsoperator, R
Py(z) = ¢(—z)

Dann kénnen H -Eigenzustande auch als P—Eigenzustéinde gewahlt werden, d.h. man
kann H-Eigenzustinde entweder gerade oder ungerade wahlen.

e Bei einer Diskontinuitat des Potentials V: ¢ und % stetig: Anschlussbedingungen.

\Y,
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