Skript zur 11. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 23. Mai, 2011.

8 Doppelmulde

Um ein paar weitere interessante quantenmechanische Phenoméne zu erklaren betrachten
wir nun das Potential einer “Doppelmulde”,

V(z) = 00 x <0oderz>L
| —wd(z — a) O<z<lL

(Das Potential ist wie fiir ein Teilchen in einem Kasten der Gréfle L, aber mit einer (nega-
tiven) d-Funktion Barriere.)

Die allgemeinen Losungen fiir Energieeigenzustinde zum Energie-Eigenwert E = h2k?/2m
sind

O<z<a: Yx)=Asinkzx
a<z<L: (x)=DBsink(x—L).

Die Anschlussbedingungen bei z = a sind:

2
T;::O Asin ka.

Asinka = Bsink(a — L), Akcoska = Bkcosk(a— L)+

Nichttriviale Losungen fiir A und B bestehen nur, wenn

sin ka sink(L — a) B
det < kcoska — 20 sinka —kcosk(L — a) ) =0

2
—% sinkasin k(L — a) +sinkL = 0.
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In der letzten Zeile wurde die Identitaet sin«cos 5 + sin fcosa = sin(a + ) verwendet.
Wir betrachten zuerst die Grenziibergange von vy klein und vy grof: Ist vy klein, so werden
die Energieeigenwerte von der Gleichung sin kL. = 0 bestimmt. Dies ist dieselbe Gleichung
wie fiir ein Teilchen im Kasten ohne J-Funktion Barriere. Ist vy dagegen grof}, so sind die
Energieeigenwerte von den Gleichungen sinka = 0 und sink(L — a) = 0 bestimmt: Wie
fir zwei Kasten der Breite a und L — a. Wir wollen diesen zweiten Grenzfall nun naher
betrachten.

Aus der Gleichung

A sink(L —a)

B sin ka
schlieit man: Wenn der Energieeigenwert aus der Gleichung sin ka = 0 fefunden wird, so
verschwindet B. Das Teilchen befindet sich dann im Bereich 0 < x < a, also auf der linken
Seite der Barriere. Wenn der Energieeigenwert aus der Gleichung sin k(L — a) = 0 gefunden
wird, so verschwindet A. Dann befindet sich das Teilchen im Bereich a < x < L, auf der

rechten Seite.

Ein sehr interessanter Fall tritt auf, wenn a so gewéhlt wird, dass beide Gleichungen sin ka =
0 und sin k(L — a) = 0 zur gleichen Zeit erfiillt sind. Um diese Situation zu untersuchen,
beschranken wir uns auf den niedrigster Energie-Eigenwert mit dem Teilchen im Bereich

0<zx<a,
h? /72
£~ 2 ()
(@) 2m \a
und auf den niedrigsten Energie-Eigenwert mit dem Teilchen im Bereich a < x < L,

h? T 2
Birla) =5 (L = ) -

Im Limes vy — oo sieht die a-Abhéangigkeit dieser beiden Energie-Figenwerte so aus:
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Wenn das d-Potential vy grofi, aber nicht — oco: Dann wird die Entartung von Fig und Fip,

bei a = é wird aufgehoben. Schematisch sieht dies so aus:
\/ F
1R
Rt
2m\ L
s <" ’
2miL

0 L a

Fiir a = L/2 sind die Zustdnde nicht mehr in einem der beiden Teilbereiche lokalisiert,
sondern sie sind symmetrische oder antisymmetrische Linearkombinationen der lokalisierten
Zustande. Man kann dies so begriinden:

1. Durch explizite Berechnung der Koeffizienten A und B fiir @ = £. (gerade unter
x— L —x: A= —B, ungerade unter + — L —x: A= B)

Nl

2. Fiir a = L/2 ist der Hamilton-Operator spiegelsymmetrisch um = = a. = Eigen-
zustdnde sind gerade/ungerade unter x — L — x.

Die ungeraden Zustidnde haben ¢(x) = 0 fir x = a. = Sie werden nicht vom J-
Potential beeinflusst und haben die gleiche Energie wie im Fall vy = 0.

Die geraden Zustande haben ¢(z) # 0 fiir x = a. Thre Energie ist gedndert im Vergleich
zum Fall vg =0

Wir wollen nun die beiden Energie-Eigenwerte E); genauer ausrechnen in der Nahe vom
Entartungspunkt a = L/2 und die Koeffizienten A, B der Eigenzustdnde bestimmen, im Fall
dass die Transparenz der Potentialbarriere klein ist (d.h. dass vy gro$ ist). Hierzu schreiben
wir die Ansschlussbedingungen als (wir multiplizieren die zweite Zeile des Gleichungssystems

mit —h?/2muy):
sin ka sink(L — a) AN
sinka — 425 coska o5 cosk(L — a) B )

2mug 2mug

Fiir eine 0-Barriere fanden wir fiir die Transmissionsamplitude ¢(k):

h%k

k) =
() hzl{?—im’(]07
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so dass, fiir vy gross,

t(k) — zm =ir(k).

Die Anschlussbedingungen werden nun:

sin ka sink(L — a) AN 0
sinka — & coska T cos k(L — a) B )

2 T2
Wir entwickeln um den Entartungspunkt, £ = Ey + 6 F, wobei
R (2r\’
E(] - — —7T
2m \ L

der Energie-Eigenwert am Entartungspunkt a = L/2 im Limes vy — oo ist. Wir beniitzen

2r  dk
2 n oF
L
wobei
L dB| 2
 hdk|,_2x  mL
L
die Geschwindigkeit ist, und schreiben
L
a=g + da.
Fiir die Anschlussbedingungen findet man dann, zu erster Ordnung in 6 F, da und 7 = 7(k =
)

2 L 2hv 2

_ 27mda __ L6E 2mda _ LOE A
L 2hy L 2hv =0
T 2mda LéE T B :

Diese Gleichung kann nun in der Form einer Energie-Eigenwert-Gleichung geschrieben wer-
den, in der die Matrix ein “effektiver Hamilton-Operator” wird. In diesem Schritt sub-
trahieren wir zunaechst die zweite Zeile von der ersten und vertauschen dann die beiden
Zeilen. Ausserdem multiplizieren wir mit %:

drhwda htv htv
L2 L L =J0F
htv mhvda htv
( — e 4 A B B
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Die Energie-Eigenwerte sind nun:

htv drhvda ? Ao 2
5Ei—7i\/< 2 )+<T)-

Teilchen rechts

Teilchenlinks

NS symmetrischer Zustand A=-E
’ antisymmetrischer Zustand
am

A

Teilchen rechts Teilchen links

Man betrachtet

- __4mhvda + htv )

— L2 L L
H = __htv 4mhvda + hrv
L L? L

als Hamilton-Operator in einem zweidimensionalen Hilbertraum, in dem nur Zusténde |L)
und |R), mit Teilchen links/rechts der Barriere, beriicksichtigt werden. Der effektive Hamilton-

Operator H stellt sich dann aus drei Beitrdgen zusammen:

1. Energie der Zusténde |L) und |R) mit undurchléssiger Barriere
drhvda  RB* | /2 om\ 2
0B, =~ [(5) - (T
g L? 2m [ a (L) ] ’
2 2 2
SEp — drhvda ~ n T (27 .
L? 2m |\ L —a L

2. Energieverschiebung der Zustinde |L) und |R) durch “Tunneln” durch die Potential-
barriere

h
5EL = 5ER - ‘l‘%

3. Kopplung der Zustdnde |L) und |R) durch die Potentialbarriere. Die Kopplung fiihrt
dazu, dass die Entartung bei a = % aufgehoben wird.

Auch wenn das Problem der Doppelmulde, in der Form wie es hier behandelt wird, sehr
akademisch ist, gelten die qualitativen Beobachtungen allgemein:
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e Eine Kopplung zwischen entarteten quantenmechanischen Zustédnden hebt die Entar-
tung auf, auch wenn diese Kopplung nur schwach ist.

e Die Energie-Eigenwerte und die stationaren Zustanden konnen in der Nahe des Entar-
tungspunktes durch das Diagonalisieren einer d-dimensionalen Matrix gefunden wer-
den, wobei d die Zahl der entarteten Zustidnden ist.
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