Skript zur 12. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 27. Mai, 2011.

10 Quantenmechanik in 3 Dimensionen

10.1 Freies Teilchen

Die Operatoren H = p?/2m, p., p,, p. sind alle unter einander vertauschbar: Einergie-
Eigenzustande konnen aus gemeinsamen Eigenzustanden dieser Operatore gebildet werden.
Die Impuls-Eigenzustand sind nicht entartet. Der Impuls-Eigenzustand zum Eigenwert p
ist: |p), mit der Wellenfunktion

.
Up(r) = (r[p) = —— €PN
(2wh)?
Der Zustand |p) ist Energieeigenzustand zum Eignwert F(p) = %

o Normierung: (p|p’) =8 (p —p') =0 (po — 1) 0 (py — P,) 0 (P — pL)
e Vollstindigkeit: [ dp|p)(p| =1

e Entartung: Jeder Energieeigenwert £ > 0 ist co-fach entartet, da alle p mit gleicher
Norm die gleiche Energie geben. Bemerkung: Da die Energieeigenwerte entartet sind,
gibt es noch andere Moglichkeiten, die Energieeigenzustande zu bilden. Ein weiteres
Beispiel, Energieeigenzustande, die auch Drehimpulseigenzustiande sind, folgt spater.

10.2 Teilchen im kugelsymmetrischen Potential V(r)

Nun sind p,, py, p, nicht mehr erhalten. Aber: H kommutiert mit den Komponenten des
Drehimpulses 1,

1= xp:
a=L v, [a0] = (i) =[ai] =0

Beweis: In Aufgabe 3.2 wurde bewiesen, dass [l;, 7] = 0, wobei der Operator # Multiplikation mit
r = (2% +y? + 22)!/2 darstellt. Hieraus folgt, dass auch [I;,#] = [I,,#] = 0, und dass [l,, V(#)] =
Ly, V(7)] = [l., V()] = 0] fiir eine beliebige Funktion V (r).
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Die Komponenten L, Zy, I, sind untereinander jedoch nicht vertauschbar, da
[z}, Zy] — ihi., zyklisch.

Deshalb sind die Komponenten des Drehimpulses nicht kommensurabel. Man kann nur
eine Komponente festlegen. Normalerweise wahlt man [,. Es gibt aber einen aus I, und
Zy gebildeten Operator, der mit [, und mit H kommutiert: lz + ZZ Da [, mit sich selbst
kommutiert, kann man anstatt 2 + 2 auch den Operator

P=P+2+10

nehmen.

Beweis: Siehe Aufgabe 3.2.

Zusammenfassend: Die Observablen H, [, und /2 sind kommensurabel. Energieeigenzustinde
konnen deshalb aus den gemeinsamen ., [>-Eigenzustinde gebildet werden.

10.3 Eigenzustande und Spektrum der Operatoren l;, 2

Der Drehimpuls 1 = r X p hat die Dimension /. Hieraus folgt, dass die Operatoren [, und [2
und (und auch [, und /,) in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) nur auf die (dimensionslosen) Winkel
0 und ¢ wirken.

Explizit findet man durch den Ubergang auf Kugelkoordinaten (7,6, ¢) mit x = r cos ¢sinf, y =
rsingsinf, z = rcosf, dass

1 1
() = eru(r), pulr) = <o) = —in (e -+ ent o +ept

cos ¢sin 6 cos ¢ cos 0 —sin ¢
e.= | singsinf |, eg= | singcost |, ez = cos ¢
cos 6 —sinf 0

die Einheitsvektoren zu den Koordinaten r, 8 bzw. ¢ sind. Aus den Orthonormalitéitsrelationen
e, X eg = ey, €9 X €45 = e, und e, X e, = ey folgt dann, dass

1=—ih(e 2—e Lg
- 290 “’sinfog )

N 0
lZ = —Zha—¢

) bir),

wobel

Hieraus folgt dass
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Die Operatoren I, und iy lassen sich bequemer durch die linearen Kombinationen Zi =1, + iiy
darstellen,

- - 0 0
_ 3 _tig .
ly = he <j:—86 + i cot H_Z?gb) .

Schliesslich findet man so auch, dass

p_ (L 0,0 1 O
F=-n <sin9898m680+sin208¢2 '

Da die Operatoren [, und /2 nur auf die Winkelkoordinaten 6 und ¢ wirken, kann man das
Eigenwertproblem in Hilbertraum HY der Funktionen Y (6, ) auf der Kugelfliche 16sen,
wobei das Skalarprodukt fiir Funktionen Y (0, ¢) als

T 27
(Y’,Y):/ sin@dﬁ/ doY'(0,9) Y (0, ¢).
0 0
definiert ist.

Wir werden nun zuerst die wichtigsten Ergebnisse zum Spektrum und zu den Eigenfunktionen
der Operatoren 1., [? zusammenfassen. Die Herleitung wird danach besprochen.

e Die Eigenwerte des Operators 12 sind
(I +1), mitl=0,1,2,....
Die ganze Zahl [ wird “Nebenquantenzahl” genannt.
e Die Eigenwerte des Operators [, sind
hm, mit m=0,+£1,..., £l
Die ganze Zahl m wird “Magnetische Quantenzahl” genannt.

e Die Eigenwertpaare (m, [) sind nicht entartet und die zugehorige Eigenfunktion auf der
Kugelflache wird Y}, (0, ¢) geschrieben. Diese Funktionen werden “Kugelflachenfunktion”
oder “spherical harmonics” genannt.

Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen:
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. Explizit gilt:

Yim(ev ¢) =

(CDrmene [ DI m)! o d T sin6)
]I 4re(l +m)! ! (dcosf)+m

Explizite Ausdriicke fiir [ =0, 1, 2:

Ybo(e? (b) = ﬁ }/20(97 (b) = \/ % (3 cos®f — 1)
Yi0(0, ¢) = 2 cost Yor1(0,0) = F 25 5in 0 cos  e*i¢
}qil(ea ¢) = + 8% sin 0 eii¢ )/2:|:2(97 ¢) = 312_57r sin2 0 6i2i¢

Bemerkung: Fir m = 0 gilt:

)/20(97 ¢) = 4 Pl (COS 9) )
T
wobei P, das Legendre Polynom ist,
1 d o, !
A = gqpg & = 1)

. Normierung:
(Yi’m’a Yim) = 611’5mm’~

. Die Kugelflachenfunktionen Y;,, und Y; _,, sind verwandt:
Yi,—m (97 ¢) = Yz,m (97 ¢)* (_l)m

. Vollstéandigkeit: Jede Funktion Y (6, ¢) auf der Kugelfliche kann in den Kugelfldchen-
funktionen Y},, (6, ¢) entwickelt werden,

00 1
Y(0,0) =Y (Yim, V) Yim(0, 0).

=0 m=-I
. Die Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen des Paritatsoperators P,
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6. Eine [2-Eigenfunktion zum Eigenwert A2[(I+1), [ = 0, 1,2, - wird eine “s-”, “p-", “d-7,
“f-” Funktion genannt:

=0 1 2 3 4 5

Abkiirzung ‘ s pd f g h

7. Ein wichtiges mathematisches Ergebnis, das hier leider nicht bewiesen werden kann,
ist das Additionstheorem fiir Kugelflichenfunktionen: Seien e und €’ zwei (normierte)
Raumrichtungen, die durch Polarwinkel (0, ¢) bzw. (¢, ¢') definiert werden, d.h.

cos ¢ sin 6 cos ¢’ sin &’
e= | singsinf |, e =| sing’sinf |,
cosf cos '
dann gilt:
I
20+ 1
S V)Y 0.0) = 2 P (eosa)

m=—1

wobei cosa = e - €, a ist der Winkel zwischen e und €', und P,(y) ein Legendre-
Polynom.

In dem Beweis dieser Behauptungen spielen die Operatoren
b=+l

eine wichtige Rolle.
Nun folgen die Beweise:

e In Polarkoordinaten gilt, dass l; = —ihd/0¢. Das Spektrum von l; folgt dann aus der
Eigenwertgleichung
N Y
Ly (0.6) = ~in 00— v (6, 0),

wobei m (a priori) eine reelle Zahl ist. Die allgemeine Losung ist:
1

Y(0,¢) = 9(9)\/—2—w€im¢7

wobei ©(0) eine willkiirliche Funktion von @ ist, mit der Normierung
/ d0 sin 6|©(6)]? = 1.
0

DaY(6,¢) =Y (0,¢+ 27) muss gelten: m =0,+1,+2,....
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e Das Spektrum von [2 1asst sich mit einer algebraischen Methode bestimmen. Hierzu gibt es
folgende Behauptungen, die getrennt bewiesen werden:

1.

Alle Eigenwerte des Operators [2 sind nicht-negativ. Sie kénnen deshalb als A21(l + 1)
geschrieben werden, wobei [ > 0 (a priori) eine reelle Zahl ist.

. Wenn A2I(l + 1) und im Eigenwerte von [2 unn [, sind, die zum gleichen Eigenzustand

gehoren, dann gilt
Im| <.

. Eine eventuelle Eigenfunktion Y}, (6, ) mit m = —[ geniigt der Gleichung

[ Yim(68,¢) = 0
Es gibt eine (und nur eine) Losung dieser Gleichung;:

(20 +1)! e " sin' 9

}/l,—l(07¢) = 47T 2ll|

Hieraus folgt, dass das Eigenwertpaar (I, = —[) nicht entartet ist (im Hilbertraum
HY der Kugelflichenfunktionen).

. Sei Y, (6, ¢) eine normierte Eigenfunktion von /2 und I, zu den Eigenwerten A2l(I + 1)

bzw. hkm, und sei m > —[, dann ist

1 .
A/ (L +m)(l—m+ 1)LY2m(6’ ¢)

eine normierte Eigenfunktion der Operatoren {2 und I, zu den Eigenwerten A2[(I + 1)
bzw. h(m — 1).

Hieraus folgt, dass nur Eigenwerte Aim mit m — (—[) ganzzahlig auftreten kénnen, und
dass solche Eigenwerte nicht entartet sind. Da m ganzzahlig ist, muss [ auch ganzzahlig
sein.

. Eine eventuelle Eigenfunktion Y}, (6, ¢) mit m = [ geniigt der Gleichung

14V (0, 6) =0

Es gibt eine (und nur eine) Losung dieser Gleichung;:

PN [(21 +1)! €*® sin! 0

Hieraus folgt, dass das Eigenwertpaar (I,m = [) nicht entartet ist (im Hilbertraum #Y
der Kugelflichenfunktionen).
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6. Sei Y}, (0, ¢) eine normierte Eigenfunktion von [2 und I, zu den Eigenwerten A21(I + 1)
bzw. hm, mit m < [, dann ist

lA—I-}/Ylm(e) qb)

Ay —m)(I+m+1)

eine normierte Eigenfunktion zu den Eigenwerten A2[(I + 1) und h(m + 1).
Hieraus folgt, dass alle Eigenwerte m = —I, m = —[ + 1, usw., bis zu m = [ tatsachlich
auftreten, und dass es eine explizite Konstruktion der Eigenfunktionen Y;,,(0, ¢) gibt.

Zusammenfassend: Die Eigenwerte des Operators 2 sind von der Form h2l(I41), mit [ > |m|
ganzzahlig. Diese Eigenwerte sind nicht entartet. Die Eigenfunktionen werden durch

1 l—m)! -
Yim(0, ) = Rl+m (21()!(1 Tzn)!lf_myl,—l(ea ?)

gegeben. (Diese Gleichung legt auch den unbestimmten Phasenfaktor in Y},,(0, ¢) fest.)

Wichtige Bemerkung: Es gilt fiir die sogenannten “Leiteroperatoren” l;, dass
9 ¢)7
,9).

1Y (
lA—i-YZm(

0) = VFm) I —m+ )Yy
,0) = VI —m)l+m+ 1)hY e (

0 0
0 0

Nun folgen die Beweise der einzelnen Behauptungen:
1. Sei Y] eine [2-Eigenfunktion zum Eigenwert 72l (l+1). Dann
RII+1) = (YliZYl)
= () + (V. 2v1) + (v, 2n1)

(
= (B3,07) + (i3, ,) + (1%, 197)
0

Y

2. Aus (f_}ﬁm, f_ﬁm) > 0mit [ =, —ify und Y}, Eigenfunktion zu den Eigenwerten A21(I+1)
und Am, folgt: o
(lemal—l—l—yvlm) Z 07

mit f+ =, + iiy =1 Es gilt:

Lo =2+ 2 —illy,l,) =17~ 2+ hl..
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Hieraus folgt, dass

Vi, [ 1_Yp) = BRI+ 1) —E2m(m—1)
= B(l+m)(l—m+1)

0

I <m<Il+1.

I v

Ebenso findet man aus (Z+1/1m, Z+§/lm) > 0, dass

—1-1<m<I.

3. Es gibt m = —[, nur wenn

(Yzmyi—l—i—yim) = (lA—YYlmylA—lem) =0 & [-Y;=0

Mit )
Vi (6,6) = ©(0)
Im\Y, - \/ﬁ
und 3 3
R S N O
I_=he < 89+ZCOt68¢>
folgt, dass (mit m = —1):
de
0 +1lcot8O = 0.

Diese Gleichung hat die Losung ©(6) = const - (sin 6)".
4. 0 LI Yin(0,¢) = (11 + [I,1-])Yin (0, ).
Es gilt
[AzylA—] = |:ZZ7lAmi| _i[ZZ7Zy]
= ihl, — hi,
= —hi_.

Hieraus folgt, dass [ 2Yim (0, ¢) eine Eigenfunktion des Operators [, zum Eigenwert h(m—
1) ist:

lzi—}/lm(e, Qb) = (Z—Zz - hi—)}/lm(97 qb)
= h(m —1)Y,,(0,9).
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e Da [_ und [? vertauschbar sind:
Pl Yim(0,¢) = [-IPYim(9,9).

Hieraus folgt, dass [ .Y (60, ¢) eine Eigenfunktion des Operators [2 zum Eigenwert R21(14+
1) ist:

Pl Yim(0,0) = hU1+ 1)Yin (6, 9).
e Normierung:

(- Yin, 1-Yim) = (Yim, (11 Yi) = B2 + 1) = m(m — 1)) = (1 + m)(I = m + 1).

5. wie fur 3

6. wie fir 4
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