Skript zur 14. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 3. Juni, 2011.

10.4.3 Teilchen im Coulomb-Potential: Wasserstoffatom

Wir besprechen nun ein vereinfachtes Modell fiir das Wasserstoffatom und fiir die “Ein-
Elektron-Tonen” wie He™, Li*" usw. Die Vereinfachungen dieses Modells sind:

e Spin wird nicht berticksichtigt,
e es ist eine nicht-relativistische Theorie,

die elektromagnetische Wechselwirkung wird durch das Coulomb-Potential ersetzt,

die Protonenmasse — oo, so dass nur ein Teilchen (das Elektron) betrachtet werden
mMuss.

Die Ladung des Atomkerns wird mit Ze bezeichnet. Mit diesen Vereinfachungen lautet der
Hamilton Operator fiir das Elektron:
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Das Potential V(r) = —Ze?/r ist Kugelsymmetrisch. Deshalb sucht man Energie-Eigenfunktionen

der Form ]

V() = - F(1)¥in (0, 6),
wobei f(r) der radialen Schrédinger-Gleichung geniigt:

(et Tt - 22 1) = 1)
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Die charakteristische Lange fiir dieses Problem ist der “Bohrsche Radius”
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Die charakteristische Energie ist e*/ay ~ 27.2eV. Mithilfe von ay und e?/apZ fithren wir
nun “atomare Dimensionen” ein:




Die Normierungsbedingung fiir die Funktion f lautet nun:
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Die radiale Schrodingergleichung lautet
1d*> I(l+1 Z ~ =~
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Wir erwarten gebundene Zustiande und diskrete Energie-Eigenwerte fiir £ < 0, und nicht-
gebundene Zustidnde und ein kontinuierliches Spektrum fir £ > 0. Wir beschrinken uns
hier auf das Spektrum und die Eigenzustinde fiir £ < 0. Zuerst fassen wir die wichtigsten
Ergebnisse zusammen; die mathematische Herleitung folgt danach.

Die Losung fiir die radialen Energie-Eigenfunktionen f ist:

= 122\ [ Z(n— 1= 1)) g0y (227 5z
wobei £3(z) das “zugeordnete Laguerre Polynom” vom Grad r — s ist:
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mit L,(x) “Laguerre Polynom”, und

n=1,2.. . 1+1
eine ganze Zahl. Die zugehorige Energie-Eigenwert E,; = —Z2/2n2.
In physikalischen Einheiten:

Vnim(r) = Yim(0, 0) Rpu(r),
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' n? ((n+l)!)3 nao L\ nag ’

_(Ze)?
2aon?’

b, =

Die drei auftretenden Quantenzahlen sind:
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e n: “Hauptquantenzahl” n =1,2,..,
e [: “Nebenquantenzahl”, [ =0,1,...,n—1,

e m: “magnetische Quantenzahl”, m =0,+1,4+2,---, +I.

Die Energie-Eigenwerte E, sind n?-fach entartet: Zu jedem n gehéren die [-Werte | =
0,...,mn— 1. Zu jeem [ gehoren 2] + 1 m-Werte. Die Entartung ist dann Zlnz_ol 20 +1 = n?.

Die Energie-Eigenwerte des Wasserstoffatoms (Z = 1) werden schematisch so dargestellt
(€?/2ag ~ 13.6 eV):

E (eV)
-0.857
-1.57
-3.47 2 25 2p
-13.64 1
1s

Einfachste Beispiele der radialen Wellenfunk-

tionen: "
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Nun folgen die Beweise: Fiir E < 0 fithrt man die Variable
z =27\ —2F
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ein. Dann lautet die radiale Schrédinger-Gleichung:

d? I(l+1 Z 1] =

—3 ( 3 ) + — —— > f=0.

dx T N —2F 4
Wir suche Lésungen, die normierbar sind, und die regulér fiir x — 0 sind. Diese beiden Anforderun-
gen werden nun separat untersucht.

e Normierbarkeit wird durch das Verhalten der Losungen fiir « gross bestimmt. Asymptotisch
gilt, fiir x — oo:

1

d? 1\ =« ~ _1, 1,
T5-1) =0 = f@)~ Ae i Bel,
mit beliebigen Konstanten A und B. Da f normierbar sein muss, muss gelten, dass B = 0.

e Asymptotisch gilt, fiir x — 0:

1 P 0 x Cltl 4 Dyt
a2 1 f= = f(x) ~C2™™ + Dz

Da f reguldr sein muss fiir x — 0, muss gelten, dass D = 0. [Bemerkung: Der Fall [ = 0
ist spezial. Hier geht man zuriick zur urspriinglichen Schrédingergleichung. Einsetzen von
R(r) = f(r)/r o< 1/r gibt dann in der kinetischen Energie einen Beitrag A(1/r) o d(r), was
eine Losung der Eigenwertgleichung im Punkt r = 0 ausschliesst.]

Das asymptotische Verhalten der Losungen fiir x klein und x gross motiviert nun folgenden Ansatz:

1

flz) = ! L(x)em 2",

wobei L(x) eine Funktion von x ist mit endlichem Limes fiir z | 0 und die schnell genug klein wird
bei grossem x, sodass die Normierung von f gewahleistet ist. Einsetzen in die radiale Schrodinger-

Gleichung gibt:
d? d Z

Wir versuchen nun eine Losung fiir £(x) zu finden, in der Form einer Potenzreihe,

L(x)= Z cpat.
k=0

Das gibt dann die Rekursionsbeziehungen

k—(é—l—l)
(E+1)(20 +2+k)

Ck+1 = Ck k=0,1,2,---

95



Wenn die Potenzreihe nicht bei endlichem k abbricht — sodass £(z) ein Polynom in x ist —, gilt
asymptotisch fir k& — oo:

Ck
Ck+1%? = Ck"’y~

Dann L(z) ~ €*, und f(z) ist nicht normierbar. Daher: Die Potenzreihe muss bei endlichem &
abbrechen und £(x) ist ein Polynom.
Sei n, =0,1,2,... der Grad dieses Polynoms. Dann muss gelten, dass c,, = 0. Hieraus folgt, dass
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Solche Polynome werden, bei geeigneter Wahl des Koeffizienten ¢y, “zugeordnete Laguerre Poly-

—-i—-1

n, =

nome” ﬁil:jrlzl 41 genannt. Wenn wir einfiihren n =n, +l+1mit n =170+1,l+1,---, dann finden
wir nun: )

= Z 2041

E = L(z) = L (x).

S op2’
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