Skript zur 15. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 6. Juni, 2011.

11 Zeitunabhangige Storungsrechnung

Sei H = Hy + \H; ein Hamiltonoperator, sodass
e das Spektrum und die Energie-Eigenzustinde von H, bekannt sind,
e )\ ein kleiner, dimensionsloser Parameter ist.

Dann konnen die Energie-Eigenzustédnde und das Spektrum von H in einer Potenzreihe in
entwickelt werden:

E = EO 4 EW 4 NE®
W) = [WO) + X D) + X))+
Hier ist E© ein Eigenwert zum Hamilton-Operator Hy und |9} ein zugehériger Eigenzu-
stand. Wir haben hier ein Energieniveau und einen Eigenzustand herausgegriffen und den

Einfluss der Storung angegeben. Nun werden wir die Koeffizienten EV) und [¢\)) in der
Potenzreihenentwicklung explizit berechnen.

[Bemerkung: Eine solche Potenzreihenentwicklung ist vor allem relevant, wenn die “Stérung”
AH; Klein ist, und die Potenzreihen konvergent sind.|

11.1 Storungstheorie fiir einen nicht-entarteten Eigenwert Eflo)

Sei {|1/),io))} eine orthonormale Basis aus Hy-Eigenzusténden

Holp\")y = B 0.

Sei E{” ein nicht-entarteter Eigenwert mit Eigenzustand \wﬁo)) Sei E, () der Eigenwert des
Hamilton-Operators H()), der im Limes A — 0 zu EY geht und sei |9 (X)) der zugehorende
Eigenzustand:

Hpn(A)) = En(N)[n(N),
B3 =B,
)\:))0

[02).
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(Letzteres folgt, da EY nicht entartet ist!) Wir wéhlen die “Normierung” von [, (X)) als

(WP (X)) = 1.

Bemerkung: Am Ende der Berechnung werden wir dann (¢, (\)|¢,(\)) ausrechnen und
|1 (\)) wie iiblich normieren.

Mit den Potenzreihen

E, = EO 4+ EWM + X2ED 4+
) = [00) + Ap) + X)) + ...

wird die Energie-Eigenwert-Gleichung H |tn) = En|t,) nun als
(FIO - API1> (|9 O) + M) +...)
(BD + AED + XED + ) (J00) + AMpD) + N2 [p@) +..)
geschrieben. Diese Gleichung wird nun fiir jede Ordnung in A separat geldst.
0. Ordnung: ffo|¢§z0)> = E}LO)WﬁLO)),
L. Ordmung: - Holy) + Hn|on”) = B ) + BV [0),
2. Ordnung:  Hol['2) + Hy|wlV) = EQ|w@) + ED [0y + EQ |y,

USW.
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0. Ordnung:  Der Gleichung der 0. Ordnung wird gentugt, weil E? ein Eigenwert des
Operators Hy ist. (Trivial.)

1. Ordnung: Um die Gleichung der 1. Ordnung zu untersuchen, nimmt man das Skalarpro-
dukt mit |w£0)) und allen anderen Basiszustdnden |¢,(€0)> mit k& # n. Das Skalarprodukt

mit |¢£0)> gibt:
(WO Hol D) + (| Hi [0?) = EP (@D |00) + ED (@0 |[).
Aus ( £0)|}AIO = <w1(10)|E1(10)’ <¢1(10)|¢7(z0)> =1 und <w£0)|¢£1)> = 0 folgt dann, dass
O = O ).
Das Skalarprodukt mit |w,(€0)) mit k £ n gibt:
(W 1HolD) + | Hle ) = BEOW100) + BO @ 10).
Aus ( ,io)|]3[0 = <¢£0)\E£0) und <¢£0)\1p£0)> = 0 folgt dann, dass

0) 0
(W1 Hy o)

0)),,(1)\ __

Hiermit findet man, dass

AT
oy = 3 e b o,
; EY _g® F

2. Ordnung: Um die Gleichung der 2. Ordnung zu untersuchen, nimmt man wieder
Skalarprodukte mit \wﬁ% und mit \w,io)> (wobei k # n) und setzt die 1. Ordnung-
Ergebnisse ein. Man findet dann:

. 2

[z ATy

0 0
EY - EY

EP =Y

k#n
Uusw.

Zusammenfassend: Bis zum 2. Ordnung in A werden die Energie—Eigenwerte durch

AT

+ 0N
EY —EY )

E,(\) = EQ + (P ML [0 0) +
k#n
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gegeben. Bis zum 1. Ordnung in A werden die zugehorenden Energie-Eigenkets durch

NH |
o) = [®) + 3 % o >|¢ )+ 00)
k#n n

gegeben. Bis zum 1. Ordnung in A ist der Ket [¢,) normiert, (¢,]1,) = 1+ O(A\?). (Mit der
angegebenen Genauigkeit gilt sowohl (¢,,(\)[1, (X)) = 1 als auch ( T(LO)Wn()\)) =1)

Beispiel: Berechnen Sie die Eigenwerte der hermiteschen 2 x 2-Matrix

N N ~ 20 1
H:H0+)\H1:<0 0>+)\<(1) 0>

bis auf 2. Ordnung in A. Die ﬁo-Eigenvektoren sind

= (1) € =(p)-

Die Eigenwerte sind E&O) =0, Eéo) = 2. Dan findet man:

EY = (| el”) =0,
1 0 0
B = (e Hilel”) = 0,
2
co _ @D
1 = 0 0 = 3
EO _ gD 2
2
o _ [
2 = 0 0 9
EO_EO 2
Hieraus folgt, dass
Ei(\) = —%A2+
1
Ey(\) = 2+§>\2+...,

Die Storungstheorie stimmt mit den exakten Eigenwerte

Elp=1++1+)2

uberein.
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E ©)

E ©)

101



