Skript zur 16. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 10. Juni, 2011.

11.2 Storungstheorie fiir einen entarteten Energie-Eigenwert Eflo)

Sei B\ ein g-fach entartetet Eigenwert des Operators H, und sei \wg), a=1,...,gein Satz
orthonormaler Eigenzustande, der den Vektorraum der Hj-Eigenzustande zum Eigenwert
EY erzeugt,

Holfol) = EP1050)-

Die Storungstheorie fiir nichtentartete Eigenwerte kann aus zwei Griinden nicht direkt ange-
wandt werden:

e Die Stérung H; kann die Entartung aufheben. Ein Eigenzustand [¢ne())) (der in
diesem Fall nicht mehr frei gewéhlt werden kann) muss dann im Limes A — 0 nicht

unbedingt einen der Basiszustande |w£a) ) annéhern, sondern kann auch einer Linear-
kombination dieser Basiszustande gleichen.

e Die Energie-Nenner in der Gleichung fiir |¢¢(L1)> usw. fithren zu Divergenzen, wenn der

)

Eigenwert EY entartet ist.

Beide Einwande werden behoben, wenn die Basiszustéande so gewahlt werden, dass
(G [0) = 0 wenn a # o,
Um dies zu erreichen, muss man das Eigenwertproblem fiir die hermitesche g x g Matrix
(H)) oo = (WA E )

16sen. Diese Matrix wird Storungsmatrix genannt. Wenn die Basiszustdnde als Eigen-
zustande der Storungsmatrix gewéhlt werden, kann man die Ergebnisse der Storungstheorie
fiir nicht-entartete Eigenwerte auch auf entartete Eigenwerte anwenden.

Beispiel: Berechnen Sie die Eigenwerte des hermitschen 2 x 2 Matrizes

N N . 1 0 0 1
H:H0+/\H1:<0 1>—|—)\<1 0>

bis auf 1. Ordnung in .
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Der }%—Eigenwert FEq1 =1 ist zweifach entartet. Die Eigenvektoren sind

D=(5) €=(1)

Mit diesen Vektoren als Basisvektoren ist H nicht diagonal. Eine Wahl der ﬁo—Eigenvektoren zum
Eigenwert F7 = 1 fiir die H; diagonal ist, ist

oy _ 1 (1 oy _ 1 (1
1611>—\/§<_1> e12>—\/§ 1)
Nun gilt <€/1(20)|H1|6/1({])> =0 und
0 0
{ <€,1(1(z)‘)H 1‘6,1(1()0; =-1
/ !/
(15" [Hiley,') = 1.
Hieraus folgt, dass
EY =—1 = Ey=1-X+001?),
ED =1 = Epn=1+XA+0()2).
Die exakten Eigenwerte sind F1112 = 1 £ .
—_— ) _
£© NE ) =

! @ _
11 —

A

b AEY =

11.3 Anwendung: Linearer Stark-Effekt

Energie-Eigenwerte der gebundenen Zustiande des H-Atoms in einem statischen, homogenen
elektrischen Feld E = Fe,.

~ ~ ~ ~ p2 62 ~
H:H0+H1, H(): —_— = —, H1:€EZ.
2m r
(Bemerkung: Der Parameter A wird hier nicht explizit geschrieben. Die Storung H, in dieser
Gleichung spielt die Rolle von AH; in der allgemeinen Theorie.)

Ziel der Berechnung: Energie-Eigenwerte zur 1. Ordnung in FE.
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e Grundzustand: |nim) = |100), E® = —¢2/2a.

o) T 2
(100|H,|100) = / drr2/ do sin9/ do [t100(x)|? (Fez)

o
= / drr? / d@sm@/ dpe /%5 cosh
Ta}

= 0.

= keine Verschiebung der Grundzustandsenergie F; zur 1. Ordnung im elektrischen
Feld E.

e Erster angeregter Zustand. Dieser Zustand ist vierfach entartet. Die Eigenzustande

sind:
200),

211),
1210).

|nlm) =

Berechnung der Stérungsmatrix (nlm|Hy |[nl'm’):

— (nlm|z[nl'm') = 0 wenn m # m/, weil aus [I,, 2] = 0 folgt, dass

0 = (imi Ay
= (nl \ Elnl'm') — (ndm|2L.|nl'm’)
= (m—m)h{nlm|Z|nl'm’).
— (nlm|2|nl'm’) = 0 wenn (—1)"*"" = 1 weil Pz = —2P, wobei P der Paritétsoperator

ist. Hieraus folgt dann, dass
0 = (nlm|P%+ 2Pnl'm/)
= (=D)Ynim|z|nl'm’) + (=1)" (nlm|z|nl'm’)
= [(=1)' + (=1)" N nlm|z[nl'm’).
(Hier wurde benutzt, dass Plnlm) = (—1)|nlm).)

Damit sind die einzigen Matrixelemente der Storungsmatrix die moglicherweise nicht-
null sind die Elemente R R
(200|H1|210) = (210| H,|200)".
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Explizite Berechnung gibt:

N 1 0 ™ 27 r r
200|H,[210) = drr? | dfsiné dp(1—— ) — ) e/ cosh
(200|H,|210) Toma] /0 rr /0 sin /0 o ( 2a0) (ao) e cos

x Fercosf
= —3eLay.
Damit ist die Storungsmatrix:
nlm nl'm/ 200 21 -1 210 211
200 0 0 —3eFEay 0
21 -1 0 0 0 0
210 —3eFag 0 0 0
211 0 0 0 0

Die Eigenzustinde der Storungsmatrix sind
1 1
V2 V2

mit den zugehorigen Eigenwerte —3eagF, 0, 0 bzw. 3eagF. Bis zu 1. Ordnung in F
findet man, dann folgende Aufspaltung des Energie-Eigenwerts Fs:

(1200) +|210)), |211), [21(—1)), (]200) — |210)),

Entartung
£© " 3a,eE 1
2 o 2
L 3aek
- 1
11.4 Anwendung: “Normaler Zeeman-Effekt”
Energie-Eigenwerte eines Teilchen im Zentralpotential V (r) = —Ze? /r und konstantem ho-

mogenen Magnetfeld B =V x A.

In der klassischen Mechanik: Die Hamilton-Funktion mit Magnetfeld gleicht der Hamilton-
Funktion ohne Magnetfeld, wenn man substituiert p — p — (e/¢)A(r). Man macht nun die
gleiche Substitution fiir den quantenmechanischen Hamilton-Operator:

. 1 /7. e, .\2 R
0= - (p-Am) + V@)
— P € AM)+A®D) B+ = AE V()
2m 2me p p mce )
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Fiir ein homogenes Magnetfeld B wahlen wir

1
A:—§(I'XB)

Ziel der Berechnung: Energie-Eigenwerte zur 1. Ordnung in B. Dann:
e konnen wir den Term (e?/2mc?)A(r)? vernachléssigen,

e sind p und A(r) vertauschbar, da VA(r) = 0. Hieraus folgt, dass

e e
e " (DAL AR D) = — b -(t xB
2mc(p (t)+A(f)- p) 5 P (t x B)

- _° (p x 1)
2me P
e A
= ——B-1
2me
= —n-B,

wobei
. 5 e
uzﬂ,7=§—
me
der Operator zum magnetischen Moment ist. (Wir haben benutzt, dass a- (b X ¢) =
c - (a x b) fiir beliebige Vektoren a, b und c.) Hier wird v das “gyromagnetische

Verhéltnis” genannt.

Diese Storung ist diagonal in der Standard-Basis |nlm) der Energie-Eigenzustédnde. Das
Magnetfeld hebt die Entartung der Energie-Eigenwerte nach der magnetischen Quantenzahl
m auf. Die Verschiebung des Energieniveaus F,, ist dann

AE, ,, = —pusmDB,

mit pug = eh/2me: “Bohr-Magneton”.

m=—|
_ 2l +1
En He B Energie—
L Eigenwerte
m=
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Die Aufspaltung der ersten Zwei Energie-Eigenwerte des Wasserstoffatom ist dann wie unten

angezeigt:
n= 2 = - n= 2 |:1 m:_]
-~ HeB n=2 I=0 m=0
I= 0,1 Hg B - n=2 =1 m=0
T n=2 I=1 m=1
n=1 - ~
=0 n=1 1=0 m=0
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