Skript zur 17. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 17. Juni, 2011.

12 Translation und Rotation

12.1 Translation (Verschiebung)

Verschiebung des quantenmechanischen Systems um eine Strecke a, |¢)) — [¢') (oder dquivalent:
Verschiebung des Koordinatenursprungs iiber eine Strecke —a):

{Ir) = Ir)=|Tar) = [r +a)

Sei nun ) ein beliebiger Zustand, und sei |¢’) dieser Zustand nach Verschiebung des ganzen
Systems um die Strecke a. Man findet den verschobenen Zustand |¢') dadurch, dass man
den Zustand |¢) in der Ortsbasis entwickelt,

) = / drip(e)|r),

und die Basisvektoren |r) verschiebt. Nach der Verschiebung sieht der Zustand dann so aus:

) — ) = / drip(r)|e +a) = / drip(r — a)|r).

Hieraus folgt, dass die Wirkung einer Verschiebung auf eine Wellenfunktion durch die Gle-
ichung

P(r) =Y (r) =9 (7;_1r) = 1(r — a)

gegeben wird.
Da die Beziehung zwischen dem Zustand |¢)) und dem verschobenen Zustand [¢)) linear ist,
muss es einen linearen Operator T, geben, sodass

[y = Talth), Ta: Translationsoperator.
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Wir werden nun beweisen, dass

Zwei Beweise:

1. Mit Zustandsfunktion, durch die Potenzreihe der Exponentialfunktion und die Taylor-Entwicklung:

Tap(r) = e P/My(r)

2. Mit Eigenzusténden |r) des Ortsoperators r: |r) ist Ortseigenzustand zum Eigenwert r. Wir
beweisen nun, dass Ta|r) = |[r + a), d.h. T,|r) ist Ortseigenzustand zum Eigenwert r + a

o Aus [#,p] = ih folgt, dass [Z,p7] = inhp"~', sodass [&,e "= Pe/M)] = q e =P/l

Ebenso findet man, dass (mit I anstatt z):

—ia-p/h

r e‘ia'f’/h] = ae

[F,
Hieraus folgt dann, dass [f,7,] = aT,. Nun:
PTalr) = (Tat +[r, 7)) Ir) = (Taf + Taa)lr) = (v +a) Talr).

Wichtige Bemerkung: Manchmal wird der quantenmechanische Impulsoperator p durch die
Beziehung

Ta = ¢—ap/h

definiert, d.h. p ist der “Erzeuger” der Translationen. Aus dieser Definition kann man dann
herleiten, dass

[, p;] = ihdi
und dass p¢(r) = —ihVey(r). (Wir haben letztere Gleichung als Definition des Impulsop-
erators verwendet.)
Erlauterung: Wir bewejsen zuerst, dass aus Ta = e~@P/h folgt, dass (&3, Dj] = 1hdyj. Hierzu
bemerken wir, dass aus T, |r) = |r + a) folgt, dass  Ta|r) = r|r + a) = (r+a)|r +a) = (r+a)7,|r).
Ganz allgemein gilt auch, dass

£ Talr) = (Taf + [f,Ta]) Ir) = Talr) + [#, Ta]|r).
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Kombinieren gibt dann:
[T, T,]|r) = aTly|r).

Da dies fiir beliebige Basisvektoren |r) gilt, muss
[#,Ts] = aly

auch als Operator-Identitat giiltig sein. Wenn man in dieser Gleichung Ta in a entwickelt und den
Beitrag der 1. Ordnung betrachtet, findet man, dass

ilpap)
N r,ap|=a.

Wihle a = ae;, i = z,y, 2z, und man findet [Z,p;] = ihd;;.
Wir beweisen nun, dass p = —ihV: Aus Tat)(r) = ¢(r —a) folgt, nach Entwickeln des Exponenten
T = e~P/" yund nach einer Taylor-Entwicklung von 1 (r — a), dass

(1—%ap—|—...)¢(r):w(r)—a-vw(r)—l—...

Da diese Gleichung fiir beliebige Verschiebung a erfiillt sein muss, folgt dass p = —iAV.

Die Definition des Impulses durch T, = e~*P/" gilt auch dann, wenn die Zusténde |1) nicht
durch eine Funktion ¢ (r) dargestellt werden! (Dies ist z.B. der Fall in Vielteilchensysteme.)

12.2 Rotation

Drehung des quantenmechanischen Systems um einen Winkel n um eine Achse e (oder
dquivalent: Drehung des Koordinatensystems um —n):

r) = [r) = [Ryr)

wobei R, der Rotationsmatrix ist.
Beispiel: Eine Rotation um einen Winkel 7 um die z-Achse wird durch die Rotationsmatrix

cosn —sinn 0

R,= | sinp cosn O
0 0 1

beschrieben.

Eine Rotation bildet einen beliebigen Zustand |¢)) auf einen Zustand |¢)) ab,
) = [¢).
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Die Wellenfunktion des Zustandes [¢)’) ist dann
D(r') = (R, 'r).
Die Beziehung zwischen [¢) und [¢’) ist linear: Rotationsoperator |¢)) = énW)). Es gilt:
én _ 6—ine~i/h’

wobei 1 = ¢ x p der Drehimpuls-Operator ist.
Beweis: Man wéhlt Koordinaten so, dass e = e,. Dann gilt

In Kugelkoordinaten, mit Potenzreihe des Exponenten und Taylor-Entwicklung:

ﬁnw(ﬁ 0, (b) = Z % <_778_8¢> 1/}(74767 (b) = ¢(7’= 0, ¢ — 77)
n=0 "

Nun kehren wir die Theorie um und definieren den Drehimpuls—Operatorj durch die Beziehung

~

_ —inej/h
R,=c¢ .

Fiir einen “Massenpunkt” in der Schréderingertheorie gilt

~
~

j=1=%xp.
Wir beniitzen das Symbol “j” in der allgemeinen Beziehung zwischen Rn und den Drehimpuls-
Operator, weil j und 1 im allgemeinen Fall nicht die gleichen Operatoren sind. Diese Def-
inition des Drehimpulses ist allgemein giiltig, auch fiir quantenmechanische Systeme ohne
klassisches Aquivalent oder fiir Vielteilchensysteme.

Was kann man aus dieser Definition herleiten?

e Rotationen sind nicht vertauschbar. In drei Dimensionen gilt fiir eine Rotation iiber
Winkel n um Achse e, e, e,:
1 0 0
R,,=1 0 cosp —sinn |,
0 sinnp cospy
cosn 0 sinny
R,, = 0 1 0 ,
—sinn 0 cosny
cosn —sinn 0
sinn cosn O
0 0 1
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Fiir Rotationswinkel n < 1 gilt:
R\ R 'R, ,R,.=R_ 2.+ 0

7Y~ T

und zyklisch weiter. Hieraus folgt, dass

. oa . oa o i . 9%
ey /hginie [ho=injy /[l o—inje /T _ oin Jz/ﬁ’

bis auf Korrekturen der Ordnung 73. Entwickeln in n gibt
2 2
A nr~ = A RN
1+ %) [jx,jy} = 1—|—Z%jz,

sodass
G o| = i

und zyklisch weiter. Zusammenfassend: Mit der Definition Rn = e~imei/h folgen die
Kommutationsrelationen des Drehimpulsoperators j aus den Eigenschaften der Drehun-
gen!

Bemerkung: Der allgemeine Drehimpuls j hat die gleichen Kommutatoren wie der
Drehimpuls 1 in der Schrédingertheorie.

Spektrum. Nur eine Komponente von j — wir nehmen j., — und j? sind vertauschbar.
Daher konnen wir gemeinsame Eigenzustinde von j? und j. bestimmen.

Eigenwerte von j, werden mh geschrieben, Eigenwerte von 52 werden Rh%j(j + 1)
geschrieben:

Jeljm) = hmljm),
itlgm) = B+ 1)|jm).
Dann gilt:

1. Die méglichen j-Werte sind 0,1, 1,3, - -; nicht alle j-Werte miissen auftreten.

)99 1y gy’
2. Die moglichen m-Werte (zu einem j-Wert) sind —j, —j + 1,---,j — 1, 7.
3. Die Entartung aller m-Werte (zu einem bestimmten j-Wert) ist gleich. FEigen-
zustande mit dem gleichen j-Wert aber unterschiedlichen m-Werten konnen durch
wiederholte Anwendung der Leiteroperatoren ji = j, & i, erzeugt werden,

jelim) = h/(G—m)([G+m—+1)[im+1),
j-lim) = A/ +m)(G—m+1)im—1).
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Beweis: Wie im Fall vom Bahn-Drehimpuls, beweisst man, dass —j < m < j, und man
beweist die Eigenschaften der Leiteroperatoren ji. (In diesen Beweisen wurden nur die
Kommutatoren der Drehimpulskomponenten I, Zy und [, genutzt. Daher kénnen diese Be-
weise direkt auf den allgemeinen Fall angewandt werden.) Im Unterschied zu dem Fall vom
Bahn-Drehimpuls, muss nicht gelten, dass m ganzzahlig ist, da dies mithilfe von Koordinaten
bewiesen wurde. Stattdessen geht man wie folgt vor: Sei (j,m) ein Eigenwertpaar zu (j 2,52)
mit —j < m < j. Damit wiederholte Anwendung von jﬁr nicht zu beliebig hohem m fiihren
kann, muss j — m ganzzahlig sein. Ebenso, damit wiederholte Anwendung von j_ nicht zu
beliebig negativem m fithren kann, muss j + m auch ganzzahlig sein. Hieraus folgt, dass
25 = (j +m) + (j — m) ganzzahlig ist, d.h., j ist ganzzahlig, oder j ist ganzzahlig +1/2.
Wenn j ganzzahlig ist, ist m auch ganzzahlig, und wenn j ganzzahlig +1/2 ist, dann ist m
auch ganzzahlig +1/2.

Wichtige Bemerkung: Es wurde nicht bewiesen, dass alle mogliche j-Werte auftreten. Es
wurde nur bewiesen, dass die einzig moglichen j-Werte ganze Zahlen oder ganze Zahlen
+1/2 sind.

Fiir einen Massenpunkt (=in der Schrodingertheorie) gilt j = i, und nur der Fall j und
m beide ganzzahlig tritt auf. Aufgrund der allgemeinen Definition des Drehimpulses
kann man j ganzzahlig +1/2 im Allgemeinen jedoch nicht ausschliefien.
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