Skript zur 22. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 8. Juli, 2011.

15 Zeitabhangige Storungstheorie

15.1 ﬂbergangswahrscheinlichkeit

Betrachten wir nun den abstrakten Fall eines Teilchens mit Hamilton Operator
[:[(t) = I:IO + IA{l(t)>

wobei Hy(t) eine “relativ kleine” Storung ist.
Beispiele:

e H, ist Hamilton-Operator fiir zwei isolierte Systeme; H; beschreibt eine (schwache)
Wechselwirkung.

o Hy ist Hamilton-Operator fiir ein isoliertes System:; H; beschreibt den Einfluss eines
elektrischen oder magnetischen Feldes.

Annahme: Das Spektrum des Operators Hy ist bekannt und diskret:
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist das System in einem Hy-Eigenzustand [¢);).

Problemstellung: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System bei einer Messung zu
einem spéateren Zeitpunkt ¢ in einem anderen Hy-Figenzustand |¢¢) gefunden wird? Diese
Wahrscheinlichkeit wird als P;(t) geschrieben.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit P;(t) kann wie folgt aus einer exakten Losung der Schrodinger-
Gleichung berechnet werden: Sei [¢(t)) die Losung der Schrodinger-Gleichung

L, 0 3

iho [W(t)) = Hlu(t)
mit H = Hy + H; und [4(0)) = |¢), dann gilt:

Pu(t) = [(wrlu ().
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Eine exakte Losung der Schrodinger-Gleichung ist meistens unmoglich. Deshalb: Entwick-
lung in Potenzen von H;. Dieses Verfahren wird nun beschrieben. Es wird “zeitabhangige
Storungstheorie” genannt und wurde von Dirac entwickelt.

Fiir einen allgemeinen Zustand () gilt, dass man diese in den Basiszustédnden |);) entwick-
eln kann

— ch(t)|¢k> mit c(t) = (Yl (1))

Ohne Stérung H; gilt
ck(t) = ck(O)e_ﬁE’“t

da
ex(t) = (Ll (1)) = (le™ FM0(0)) = ™ F5 (43 [16(0)).
Daher schreibt man (mit Stérung H,)
cu(t) = Cy(t)e w B,

(Ohne Stérung H; wire ¢, zeitunabhiingig.)

Aus der Schrodinger-Gleichung folgt nun, dass einerseits

w0y = (Hot ) (o)
= Y B R ) + 3 Gt)e R H i),

wahrend anderseits

RGO = i ST )
k
-G o M) + 3 B (e FH )
k

Man nimmt nun ein Skalarprodukt mit (¢,,|:

dey,
Zhi ch e FUER=B (g | H |4

Man sucht nun eine Lésung mit ¢,(0) = d,;; die gesuchte Ubergangswahrscheinlichkeit ist
dann

Pa(t) = [ ().
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Diese Losung kann gefunden wurden als Entwicklung von Potenzen in H,. Man schreibt

Gy =al ) +al) + ...,
wobei &7 proportional ist zu (H, ). Ohne Storung H; galt, dass &,(t) zeitunabhiingig ist.

““”( t) =

Daraus folgt, dass = Opi. Fiir & a4 ) findet man dann

d

= =3 S Wl O R BB 1)
k

(Rechts erscheint der 0. Ordnung Koeffizient Ef) (t), da es schon einen expliziten Faktor H,
gibt.) Mit E,&O) (t) = d0y; folgt hieraus dann, dass

. t _
200 =~ [ B )erE.
0
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit Pg(t) ergibt sich dann, dass

t .
dt’ (e Hy () o) en B Ent
0

15.2 Beispiel: Harmonischer Oszillator in einem zeit-abhangigen
elektrischen Feld E(t)

Als einfaches Beispiel betrachten wir nun einen ein-dimensionalen harmonischen Oszillator
der Masse m, Frequenz w und Ladung e in einem zeit-abhéngigen elektrischen Feld E(t).
Der Hamilton-Operator ist dann

R R R R H2 1 R
H(t) = Ho + Hi(t), Ho= 2].; + 2mw2x2 H\(t) = —eE(t)z.
m

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist der Oszillator in dem Hy-Eigenzustand |ni). Die Matrixelemente
der Storung H; sind, in der Hy-Eigenbasis:

(n'|Hy|n) = —eE(t)(n'|Z|n).
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ergibt dies

. —eB(t
(n!|Hy|n) = w (\/ﬁan,m_l /200 1 1)5n,,n+1) .

Hieraus folgt, dass nur Ubergangswahrscheinlichkeiten zu Zusténde |ng) mit ny = n; £ 1 nicht
null sind (in 1. Ordnung). Mit E,, 1, — E,, = +hw findet man dann, dass

2

(ni + 1)62 /t / N iwt!
P,ii,(t) = —— dt' E(t)e™" | |
Py (t) e / (e 2
n;—1,n4 - € 5
2hmw | Jo

Bemerkungen: Die Ubergangswahrscheinlichkeit P10, (t) ist klein, wenn E klein ist. Dies
bleibt so fiir beliebig lange Zeit ¢, es sei denn E(t) ist proportional to e*!. In dem Fall ist das
Feld mit dem Ubergang |n;) — |ng) resonant, und wichst die Ubergangswahrscheinlichkeit
mit der Zeit t an.

15.3 ["Jbergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
Unter bestimmten (haufig auftretenden) Bedingungen hat P;(t) die Form
Pﬁ(t) = Fﬁt>

wobei I'y die “Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit” ist. Um das Ergebnis fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit P;(t) in diese Form zu bringen, brauchen wir zuerst einen math-
ematischen Hilfssatz:
t
/ dt/eioct/
0

2
. Dann gibt explizite Berechnung, dass

2

lim = 27t ().
t—o0

Beweis: Sei F(a,t) = ‘fg dt'eiot’

F/t2 yii

o8t

a6k |

&

sin?(%})

a2

04F

F(a,t) =4

L L < ! L
-0 -10 10 20

at
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Aus

00 e} 102
/ Fla,t) = 2t/ A= — ort
X

—0o0 —0o0

folgt, dass F(a,t)/2nt eine Darstellung der 6-Funktion ist, im Limes t — oo.

Bemerkung: Da die §-Funktion nur “in einem Integral” definiert ist, hat dieser Hilfssatz nur
eine Bedeutung, wenn die Funktion F(a,t) = | [; dt'ei”|? iiber a integriert wird.

Fiir die weitere Berechung miissen wir nun zwischen zwei Falle unterscheiden.

1. Fall: Der Hamilton-Operator Hy, hat ein diskretes Spektrum, aber die Energie-Eigenwerte
liegen sehr dicht aufeinander. Wir betrachten Py(t) fiir einen Satz {df } méglicher Endzustdnde
|f), fiir den Fall, dass

—~

e es nur Sinn macht 3,4 Pi(t) auszurechnen,

e die Matrixelemente (f|H i) unabhéngig von |f) sind fiir f € {df},

e die Energie-Eigenwerte E fiir f in {df} so dicht aufeinander liegen, dass
Z A(Ef) — Vdf(Ef)dEf,

fe{df}

wobei vy (FE) die “Zustandsdichte” der Zustdnde in {df} ist, und dE; die “Grofe”
von dem Satz {df} moglicher Endzustdnde im Energie-Raum. A ist eine willkiirliche
Funktion.

moegliche Endzustaende |f>

2

1 o, 2 t ) —i(E— /
Am = o |@m) / at'e~ (BB
2 . 2
e A o)
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Hier haben wir die oben hergeleitete Identitat benutzt. Dann folgt:

Fﬁ— <f\H1\> 0(Ey — Ei).
Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit zu irgendeinem Zustand im Satz {df}
ist dann:
27T
Panys = o (61| var (B,

Dieses Ergebnis wurde von Fermi die goldene Regel” genannt.
1b. H; hat eine harmonische Zeitabhangigkeit,
Hi(t) = Hy,e ™' + H et
Dann folgt dhnlich wie im Fall 1a:

o= 20 ()| 608 — B — o) + 27 1 ALID| 6B — i+ o)

und daher
2
Vdf(Ei — hw)

2m A2 27 PSP
Diarys = — |EHH1[D)| var(B + hw) + — ‘(f|H1Tw\1>

Wenn E; > E;: Absorption; R
Wenn E; < E;: Emission (stimuliert von der “Stérung” Hy).

2. Fall: H; beschreibt eine inkohérente lineare Superposition von “Storungen” mit Fre-
quenzen w. Die “Dichte” der Frequenzen ist p(w).

Fiir eine feste Frequenz kennen wir I'y bereits (siehe Fall 1b, oben). Fiir die angelegte
inkoharente Superposition finden wir dann:

27T ' b — B
Fﬁ <f|le| >‘ ( ﬁ), mit wg = f z ’
wenn E; > E;, und
2m ttoa|? : bi— B
rﬁzﬁ (f|H1Tw|1>‘ plws), mit wi = 3 =

wenn By < Ej.
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