Skript zur 1. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 11. April, 2011.

1 Physikalische Hintergrunde: Teilchen oder Welle?

1.1 Geschichtliches: Warum Quantenmechanik?

e Bis ~ 1900: “klassische Physik” Newtonsche Mechanik, Maxwellsche Elektrodynamik.

e 1905: Erweiterung der klassischen Mechanik durch die Relativitatstheorie Einsteins.

Die klassische Theorie umfasst die Beschreibung von “Massenpunkten” mit Ort r(¢) und
Impuls p(t), und von elektrischen und magnetischen Feldern E(r,¢), B(r, ).

e Klassische Teilchen konnen beliebig lokalisiert sein; Die Krafte, die auf die Teilchen
einwirkein, werden von den Feldern E(r,¢) und B(r,¢) durch die Lorentz-Kraft bes-
timmt.

e Die Felder E(r,t), B(r, t) sind rdumlich ausgedehnt. Es gibt Felder, die ganz durch die
Anwesenheit von Teilchen bestimmt werden (das Coulombfeld eines Ladungspunktes),
und es gibt Felder, die eine unabhangige Losung der Maxwellgleichungen darstellen
(elektromagnetische Wellen).

1.2 Elektromagnetische Felder (Strahlung)

Am Anfang des 20. Jahrhundert gab es starke experimentelle Hinweise, dass elektromagnetis-
che Felder nicht nur Wellen-Eigenschaften besitzen, sondern auch Eigenschaften, die man mit
Teilchen verbindet. Diese Eigenschaften konnten nicht mit der Maxwellsche Theorie erklart
werden.



Welle

Teilchen

e Interferenz

-<:’

e Beugung

—f

|

Intensitat

e Hohlraumstrahlung:

Elektromagnetische Strahlung im thermody-
namischen Gleichgewicht bei der Temperatur 7.

Y

Das Rayleigh-Jeans Gesetz aus der klassischen
statistischen Physik gibt die Energie u(w)dw pro
Volumeneinheit im Frequenz-Intervall [w, w + dw],

kgT
B W2,

u(w) = .3
Experimentell findet man aber eine andere En-
ergiedichte u(w), die von dem Planckschen Gesetz
beschrieben wird:

_h w3
u(w) 203 phw/kT _ 17

wobel

h
hh=— =1.0546 - 10 *"ergs
2

eine “neue” Naturkonstante ist.

Rayleigh-Jones

@

u

Das Plancksche Gesetz wird begriindet durch die
Hypothese, dass die elektromagnetische Strahlung
nur in den Energiequanten hw auftritt.



Welle

Teilchen

e Photoelektrischer Effekt:

Elektronen konnen unter der Wirkung elek-
tromagnetischer Strahlung aus einem Metall
austreten.

Lichd
[€]
=17
mdaﬂ\‘

Experimentell wurde festgestellt, dass
die kinetische Emergie der ausgetretenen
Elektronen der Gleichung

K=ho-W

geniigt, wobei W eine “Austrittsarbeit” ist,
die unabhangig von der Frequenz w der elek-
tromagnetischen Strahlung ist. (Die Aus-
trittsarbeit ist die Energie, die benotigt wird,
um die Elektronen aus dem Hintergrund der
positiv geladenen Ionen zu befreien.) Der
Austritt der Elektronen findet schon bei be-
liebig kleiner Intensitat der Strahlung statt,
aber nur wenn die Frequenz hoch genug ist,
hw > W. Der Austritt findet ohne zeitliche
Verzogerung statt, d.h., sofort nachdem das
Metall der Strahlung ausgesetzt wird. Es
findet kein Austritt statt, wenn hw < W,
auch nicht bei hoher Intensitét.

Erklarung (Einstein, 1905): Licht besteht aus
“Photonen”, Teilchen mit Energie hw, Impuls
hk, und ohne Masse.

Bemerkung: Dass der Impuls der Photonen hk
ist, folgt aus der relativistischen Energie-Impuls
Relation, £ = \/p?c? + m?c*. Da die Photo-
nen die Geschwindigkeit ¢ haben, ¢ = dE/dp =
pe/+/p? + m2c?, folgt m =0 und p = E/c.
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Welle Teilchen

e Compton-Effekt, 1925

Y

Elektromagnetische Strahlung (d.h., Photo-
nen) stosst auf auf Materie (d.h., Elektronen)
und "andert dabei ihre Frequenz. Da das
Elektron vor dem Zusammenstof3 eine
kleine (vernachléssigbare) kinetische Energie
hat, und nach dem Zusammenstof3 eine
endliche (groBere) kinetische Energie hat:
Energieerhaltung = Photonenenergie nimmt
ab = Frequenz nimmt ab. Deshalb haben
die gestreuten Photonen eine niedrigere
Frequenz w als die ungestreuten Photonen.

I(w)

gestreute Photonen,

< .
W = Win ungestreute Photoner

\/

Wichtige Schlussfolgerung: Dualitét: Licht besitzt sowohl Welleneigenschaften als auch
Teilcheneigenschaften.

1.3 DMaterie

Zur gleichen Zeit, gab es auch starke Hinweise, dass Materie nicht nur ein Teilchencharakter,
sondern auch ein Wellencharakter hat.



Welle Teilchen

e Interferenz e [onisationsspuren in der
Wilson-Kammer  treten
nur entlang der Flugbahn

% auf.

e Streu/Stoflexperimente.

 Gitter

Elektronen oder

Helium Atomen e Millikan-Versuch: Ladung
Interferenzexperimente konnten nicht ist quantisiert in Einheiten
nur mit Strahlung, sondern auch mit e.

Teilchen durchgefithrt werden. Die
beobachteten Interferenzmuster —sind e Struktur des Festkorpers:
konsistent mit Interferenz von Wellen Gitter usw.
mit 21 p e Die Erfolge der kinetischen
k= N h Gastheorie und der statis-
Schon vor den ersten Experimenten tischen  Thermodynamik
(1923), hat de Broglie die Hypothese bei der Beschreibung von
aufgestellt, dass Teilchen durch Wellen Gasen.
mit Frequenz und Wellenvektor
K p
Y= k=h

beschrieben werden. Die physikalische
Bedeutung der Welle war damals noch
nicht nicht bekannt.

Wichtige Schlussfolgerung: Dualitat: Materie besitzt sowohl Welleneigenschaften als auch
Teilcheneigenschaften.

1.4 Diskrete Zustande

Ausserdem gab es starke Hinweise, dass bestimmte Grossen in der Natur diskret sind, statt
kontinuierlich. Ein Beispiel ist die Plancksche Hypothese, dass die Energie eines Strahlungs-
feldes nur in Einheiten von hw auftritt. Wir besprechen nun zwei weitere Beispiele diskreter
Zustande, die sich mit der klassischen Theorie nicht erklaren lassen.

1. Strahlung von Atomen.



o “Alte” Theorie: Rutherfordsches Atom-Modell

Probleme:
L ekironen — Elektronenbewegung ist beschleunigt auf einer elliptis-

chen Bahn = Energie wird abgestrahlt (laut Maxwell
Theorie), Elektron fallt spiralférmig in den Kern.

— Umlauffrequenz kann kontinuierlich variieren = Fre-
quenz der Strahlung ist eine kontinuierliche Grosse.

e Experiment:

— Atome sind stabil;

— Es tritt nur Stahlung mit diskreten Frequenzen auf. Fiir Wasserstoff werden diese
Frequenzen (zundchst empirisch) durch die Gleichung

1 1
m:Ry(ﬁ_ﬁ)’

beschrieben, wo n < m ganzzahlig sind und Ry ~ 13.6eV.

Vorlaufige Losung: Bohrsches Atom-Modell (1913). In diesem Atommodell sind nur
klassische Elektronenbahnen erlaubt, die der Bedingung

j{ pdr = 27hn

geniigen. Dies fiihrt zu einer Quantisierung der Elektron-Energie,

Ry me?

Die Frequenzen der auftretenden Strahlung sind dann
hw=FE,, — E,.
E
0" n=3 === Paschen series (infrarot)
n=2 . . .
Balmer series (sichtbar — ultraviolett
Lyman series
(ultraviolett)
-13.6 eV n=1




Probleme mit dem Borschen Atommodell: Es ist “ad-hoc” und kann nicht auf beliebige
weitere Elemente verallgemeinert werden.

2. Stern-Gerlach-Experiment:

Magnet

-
—_

Atomstrahl

Ein Strahl paramagnetischer Atome, mit magnetischem Dipolmoment p pro Atom,
lauft durch ein rdumlich inhomogenes Magnetfeld B(r).

Die magnetische Energie eines Atomes mit Dipolmoment g in einem Magnetfeld B ist
—p - B. Deshalb gibt es in einem inhomogenen Magnetfeld eine Kraft,
0B,

F=V(u-B) R g e

Wenn die Atomen aus einer nicht-polarisierten Quelle kommen, ist ihr Dipolmoment
p willkiirlich orientiert. Dann: p, variiert kontinuierlich = Man erwartet eine breite
Auffacherung des Atomstrahls.

In Wirklichkeit: nur diskrete Strahlen = p, muss quantisiert sein. Weil p proportional
ist zum Drehimpuls: Quantisierung des Drehimpulses.

1.5 Quantentheorien

Ziel der Quantentheorie ist eine konsistente Beschreibung von Teilchen- und Welleneigen-
schaften und diskreten Zustanden.

1925, 1926 Quantentheorie fiir nicht-relativistische Materie
(Schrodinger, Heisenberg),

1928 Quantentheorie fiir relativistische Elektronen (Dirac),

1927 Quantentheorie fiir Strahlung (Dirac).

Diese Vorlesung befasst sich ausschliesslich mit der nicht-relativistischen Quantentheorie fiir
(nur) ein Teilchen. Die Erweiterung der Theorie auf mehrere Teilchen, Strahlung und ein
relativistisches Teilchen ist Gegenstand der Vorlesung “advanced quantum mechanics”.
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1.6 Synopsis der klassischen Mechanik

Wir werden uns auf den Hamilton-Formalismus beziehen.

In dem Hamilton Formalismus wird ein Teilchen durch (generalisierte) Koordinaten ¢y, - - -, qq
(d: dimension) und (kanonische) Impulse py, - - -, pg beschrieben. Die Energie

H:H(qh”'JQChpla'”de)

wird Hamilton-Funktion genannt. Aus der Hamilton-Funktion gehen die Hamilton-Jacobi-
Gleichungen hervor, die “Bewegunggleichungen” der Koordinaten ¢; and Impulse p;,

oH . oH

T S e R R
(‘Zj ap] pj aq]) .] Y Y

Wir werden uns hauptséchlich mit einem Massenpunkt in einem Potential V' (r) beschéftigen.
Fiir dieses System ist die Hamilton-Funktion gegeben durch

2
H = ﬂ+V(q),

T 2m
wobei p und q d-dimensionalen Vektoren sind.

Die Quantenmechanik wird auf dem Hamilton-Formalismus der klassischen Mechanik aufge-
baut.



Skript zur 2. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 15. April, 2011.

2 Mathematik: Fourier Analyse und Delta Funktion

Fourier Analyse ist ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel bei der Analyse von Wellen
und, daher, auch in der Quantenmechanik. In dieser Vorlesung wird die Fourier Analyse
und ihre Beziehung zur Dirac Delta Funktion besprochen.

2.1 Dirac Delta-Funktion

1. Die Dirac Delta Funktion d(x) ist eine reelle Funktion ¢(x) mit den Eigenschaften

e §(x) =0(—x),
e §(x) =0 fiir x #0,
o [dxd(z)=1.

2. Aus diesen Eigenschaften folgen die weitere Eigenschaften:

o [Vdx F(z)5(x) = F(0)

fiir eine beliebige, stetige Funktion F'(z), wenn a < 0 und b > 0. Wenn nicht
a <0< b, dann fab dr F(z)d(xz) = 0.

° ff dx F(z)d(x — ') = { F(x)
F(z")
* fab dv F(x)d(cx — cx') = { \6\

Beweis: Wenn ¢ > 0:

/ab dx F(x)6(cx — cx')

wenn a < o’ < b,
sonst.

wenn a < x’ < b,
sonst.

dy F (%) Sy — cx')
(wenn a < 2’ < b)

(wenn a < 2’ < b)



Wenn ¢ < 0:

b 1 —bc y
oy -t Yy .
/a dx F(x)d(cx — cx’) C/—ac dyF( c>6( y—cz')
1 —be —y
- / dy F <> 5(y +cx’) (weil § symmetrisch)
¢ J_ac c
1 el
= —-F <— v c> (wenn a < 2’ < b)
c c
1
= ——F(2) (wenn a < 2’ < b)
c

e Es folgt direkt aus den vorherigen Eigenschaften, dass

b
[ wP@ie) = Y P,

a n: zn, Nullstelle von g(z) |9'(0)]
Die oben genannten Eigenschaften beziehen sich alle auf Integrale. Es ist sehr wichtig,
zu bedenken, dass die J-Funktion nur eine Bedeutung in einem Integral hat. In der
Mathematik werden solche Objekte “Distributionen” genannt. Mathematiker sprechen
deshalb auch von de “Delta Distribution”, nicht von der “Delta Funktion”. Die meisten
Physiker machen diesen Unterschied nicht, und betrachten, auf jeden Fall rein sym-
bolisch, die Dirac Delta Funktion als eine normale Funktion. So werden die vier oben
genannten Eigenschaften als Eigenschaften einer Funktion geschrieben:

F(z)o(z) = F(0)d(x)
F(x)d(x —12") = F(2")d(x —2a)
F(x)d(cx —cx') = iF(x')é(x — ')
1

€]

F(2)d(g(z)) = ) F(x,)0(x — x7,)

|9/ (7,)]

(In der letzten Gleichung findet die Summe iiber die Nullstellen der Funktion g(z)
statt.) Man sollte aber immer bedenken, dass diese und dhnliche Gleichungen nur in
einem Integral eine Bedeutung haben!

. Eine Darstellung der 0-Funktion ist eine reguldre Funktion d.(z), fir die der Limes
¢ — 0 die Eigenschaften der d-Funktion hat.

Beispiele:
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fiir |2 < §

1
* dc(z) = { 6 sonst

i 56(56) = %CEQiCQ = ﬂlm (
e 0 (r) = Lsin

W any
~A

-7 E

—
N
e

Aus der letzten Darstellung der §-Funktion folgt eine wichtige Gleichung;:

o()

. lsin¥
im —
el0 m T

1 sin(xzL
lim — (zL)
L—oo T x

1 L
lim —/ dk cos kx
o ) ;.

S dk coskx = ZL/ dk e™*

21 J_ o T ) oo

Dies ist die Fourier-Darstellung der J-Funktion.

4. Wir werden haufig eine J-Funktion in 3 Dimensionen beniitzen,

o(x,y,2) = 6(x)d(y)o(z).
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Man schreibt 6(r) = 0(z, y, 2). Die Fourier-Darstellung von d(r) ist:

5(r) = (2i)3 / dk ™.

2.2 Fourier Theorie

Eine Funktion F'(z) mit der Eigenschaft

/oo dz |F(z))* < 0o

o0

wird quadratintegrabel genannt. Die Fourier Theorie beschaftigt sich mit solchen quadrat-
integrablen Funktionen.

1. Sei F(x) eine quadratintegrable Funktion, dann

1 0 ) )
F(z) = — dk G(k)e™=, bei Gk:—/ dz F(z)e ™,
(x) \/%/OO (k)e wobei  G(k) N x F(z)e
Hier heifit G(k) “Fourier-transformierte Funktion”.

Beweis durch die Fourier-Darstellung der Delta Funktion:

F(z) = /OO da' F(2)d(2' — )

—00

1 o0 (o] . ,
= — da’ F(a2") / dk eF@=2")

2 J_ —so
! / "k G(k)etr®

= — e,
V2T J_so

2. Wichtiger Satz aus der Fourier-Theorie (Parseval): Sei F(x) eine quadratintegrable
Funktion und G(k) die Fourier-transformierte, dann gilt

/_OO dz |F(z)|* = /_Oo dk |G (k)?

[e.e] [e.e]

Beweis: Die Fourier-tranformierte der komplex-konjugierte Funktion F*(x) ist

F*(z) = \/12? /_oo dk G* (k)e~ e,
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Dann findet man, dass

T @FE = —— [ de [ kG (k) P (a)
oo Vor oo Jeoo

= V%/_dec;*(k) /_: dx F(z)e
_ /_deG*(k)G(k).

Eine Generalisierung des Parsevalschen Theorems beschaftigt sich mit zwei quadratin-
tegrablen Funktionen F(x) und Fy(x). In diesem Fall gilt

/mmmng/%mw@w,

wobei G;(k) die Fourier-Transformierte von Fj(z) ist,
G;(k) 1/dF()“”” i =1,2
(k) = —= [ deFj(x)e ™, j=1,2.
J o j J

Beweis: Versuchen Sie es selbst!

. Fiir quadratintegrable Funktionen F(r) = F(x,y, z) in drei Dimensionen gilt dhnlich,
dass

F(r) = ! / dk G(k)e™™,  G(k) = ! / dr F(r)e ™.

(2m)? (2m)?

. Wenn Verwechslung ausgeschlossen ist, schreiben wir haufig F'(k) oder F'(k) fiir die
Fourier-Transformierte einer Funktion F'(x) bzw. F(r).

. Ein wichtiges Beispiel einer Fourier Transformation ist die Fourier-transfomierte der
Gauf-Funktion

Mit dem Gausschen Integral

o0 2
/ dx exp (—aasz + ib:v) = \/Ee_ia
o a

13



mit a > 0 findet man dann, dass

2 % 14272
G(k) = (d—> e 2k

™

Durch Berechnung ldsst sich nun schnell iiberpriifen, dass
/ dz |F(z)|? :/ dk |G(E))* = 1.

Eine wichtige Beobachtung ist, dass fiir kleine d F'(z) eine hohe Spitze bei x = 0 hat.
Die Fourier-Transformierte G(k) hat dann ein breites Maximum bei & = 0. Fiir grofie
d gilt genau das Umgekehrte.

F() G(k)
d

1/d
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Skript zur 3. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 18. April, 2011.

3 Komplexe Vektorraume

In der Quantenmechanik werden physikalische Zustédnde durch Vektoren in einem unendlich
dimensionalem Vektorraum beschrieben, und Observabelen als hermitesche lineare Opera-
toren in diesem Vektorraum. In dieser Vorlesung werden die mathematischen Eigenschaften
von endlich-dimensionalen Vektorraumen und linearen Operatoren in diesen Vektorraumen
besprochen.

3.1 Komplexe Vektorraume

1. Die Menge der “Vektoren”

ai
a2
a = . )
an
wobei aq, as, . ..,ay komplexe Zahlen sind, wird ein N-dimensionaler komplexer Vek-

torraum V genannt. Fir Vektoren im Vektorraum sind die Addition,

a1+b1
a+b= s ,

an + by
und die Multiplikation mit einer komplexen Zahl A,

/\(11
a=| |

/\CLN
definiert.

2. Das Skalarprodukt von zwei Vektoren a und b ist als

N
(aa b) = Z a:bz
=1
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definiert.

Eigenschaften des Skalarprodukts sind:

e (a,b) = (b,a)",

e (a,\b) = A (a,b),

e (a,b+ ) (a,b) + (a,c),

e (a,a) > 0; (a,a) = 0 nur wenn a = 0,
Definitionen:

e ||a]| = /(a,a) ist der Norm des Vektors a.

Zwei Vektoren a, b werden orthogonal genannt, wenn (a,b) = 0.

Zwei orthogonale Vektoren a, b werden orthonormal genannt, wenn ||a|| = ||b|| =
1.
Eine Basis ey, - - -, ey flir den Vektorraum besteht aus N Vektoren, sodass jeder

Vektor a in einer Weise als lineare Kombination der Basisvektoren geschrieben
werden kann,
a:/\181+"'—|—)\NeN.

Eine Basis wird orthogonal /orthonormal genannt, wenn die Basisvektoren ey, - - -, ey
orthogonal/orthonormal sind. Fiir eine orthonormale Basis gilt deshalb

(enej) = 51’;’,

wobei d;; das “Kronecker” §-Symbol ist [§;; = 1 wenn ¢ = j und ¢;; = 0 wenn
i # j]. Fiir eine orthonormale Basis konnen die Koeffizienten A; mit Hilfe des
Skalarproduktes bestimmt werden

)‘j = (ej,a) .
Beweis:
(ej’a) = (ej,)\1e1+---+)\NeN)
= )\1(ej,91)+~-+)\N(ej:eN)
= A
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e Der Vektor pej(a) = (e;,a)e; heiflit die Projektion von a auf den Basisvektor e;.
Es gilt die Vollstandigkeitsrelation

N

a= Zpej(a) = Z(ej’a)ej'

J=1

3.2 Lineare Operatoren

1. Ein linearer Operator A ist eine Funktion, die den Vektorraum in sich selbst abbildet,
sodass

A(Xa + pb) = AA(a) + pA(b)

fir beliebige Vektoren a und b und komplexe Zahlen A und p. Man schreibt Aa anstatt
A(a).

Eigenschaften:

e Wenn A und B lineare Operatoren sind, dann auch M + ué :
e Wenn A und B lineare Operatoren sind, dann auch AB und BA. Die Operatoren
AB und BA sind definiert durch die wiederholte Anwendung der Operatoren,
(AB)a = A(Ba), (BA)a= B(Aa).

Wichtige Bemerkung: Die OpAeraALtorenA {AlB pr}d BA miissen nicht die gleichen
Operatoren sein. Man nennt [A, B] = AB — BA den “Kommutator”. Operatoren
A, B mit [A, B] = 0 werden “vertauschbar” genannt.

Beispiele von linearen Operatoren:

— Der Nulloperator 0, definiert durch 0a = 0 fiir alle a;
— Der Einheitsoperator 1, definiert durch 1a = a fiir alle a;
— Die Projektion P,

e Sei e, ey, ..., ey eine orthonormale Basis fiir den Vektorraum V. Ein linearer
Operator wird dann vollstandig festgelegt durch die N? komplexen Zahlen A;; =
(ei, Ae;). Diese Zahlen bilden eine N x N-Matrix,

All A12 AlN
ANl AN2 ANN
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Sie werden die Matrixelemente des Operators A in der Basis ey, . .., ey genannt.
Wenn ein Vektor a durch seine Komponente

a1
a—
an
in einer orthonormalen Basis ey, - - -, ex dargestellt wird, so ist die Wirkung des
Operators A nichts anderes als Multiplikation mit der Matrix der Matrixelemente

A
o tr A= Zf\il Ay wird die Spur genannt.

ij

e Ein Operator A mit (4a, Ab) = (a, b) wird unitér genannt. Ein unitérer Operator
bildet eine orthonormale Basis {e;} auf eine andere orthonormale Basis {€}} ab,

wobei e;» = Ae,.

2. Zu jedem Operator A gibt es den hermitesch konjugierten Operator AT, der von der
Eigenschaft

(ATa, b) = (a, flb)
eindeutig festgelegt wird. Es gelten folgende Eigenschaften:

o (AN = A,
Beweis: Es gilt ((Af)fa,b) = (a, ATb) = (Afb,a)* = (b, Aa)* = (Aa,b) fiir beliebige
Vektoren a und b.

e (AB)I = BiAT.

o (VA +uB)t = M At + B

e Fiir die “Matrixelemente” der hermitesch konjugierten Operator gilt (AT)ij = Aj;.
Beweis: ) ) )

(AT)” = (ei,ATej) = (ATej,ei)* = (ej,ATei)* = A;z

e Fiir einen unitiren Operator A gilt ATA = AAT = 1.
3. Ein Operator A heifit hermitesch, wenn A = A'. In diesem Fall gilt, dass A;; = AJ;.

Beispiele: Die Operatoren 0 and 1 sind hermitesch; P, ist hermitesch.

Wichtige Eigenschaften: Wenn zwei Operatoren A,E hermitesch sind, dann ist die
lineare Kombination AA 4 pB auch hermitesch, falls A, p reelle Zahlen sind. Aber das
Produkt AB ist nur hermitesch, wenn die Operatoren A und B vertauschbar sind.
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4. Ein Vektor e, # 0 mit der Eigenschaft, dass Ae, = ae,, wobei a eine komplexe Zahl
ist, ist ein Eigenvektor des Operators A. Die Zahl a ist der zugehorige Eigenwert.

e Die Eigenvektoren eines linearen Operators A zu einem bestimmten Eigenwert a

bilden einen komplexen Vektorraum. Dieser Vektorraum wird mit V, bezeichnet.
Die Dimension N, von V, ist die Entartung des Eigenwertes a.
Beweis: Seien e, und e, zwei Eigenvektoren zu der gleichen Eigenwert a. Dann
/leaJ = ae,,1 und flea,z = aey2. Damit gilt auch, dass fl()\ea,l + peq2) = )\AeaJ +
uflemz = a(Neq,1 + 11€4,2), so dass e, 1 + 1€, 2 ein Eigenvektor des linearen Operators
A zu der Figenwert a ist.

Sei eq 1, -, €,n, eine orthonormale Basis fir V,. Dann wird der Operator
Pa = Pea,l + T + Pea,Na

die Projektion auf V,, genannt. Es gilt

Naq
Pab = Z(GQJ, b)em.
7=1

e Wichtiges Theorem:

— Alle Eigenwerte eines hermiteschen Operators A sind reell; die Eigenvektoren
zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

— Es gibt eine orthonormale Basis fiir den Vektorraum V' aus Eigenvektoren des
Operators A.

Die zweite Behauptung ist ein wichtiges Ergebnis der linearen Algebra und wird hier
nicht bewiesen. Um die erste Behauptung zu beweisen, bemerken wir, dass

Ae, = ae,.
Hieraus folgt einerseits, dass
(eq, Aey) = (€q,aeq) = alleq]]?.
Anderseits findet man, under Beniitzung der Tatsache, dass A hermitesch ist, dass auch
(e, Ae,) = (Aey, eq) = (€4, Aey)* = a*|le|.

Daraus folgt, dass a = a*. Weiterhin, wenn e, und e, Eigenvektoren zu unterschiedlichen
Eigenwerten a und b sind, d.h., Ae, = ae, und Aep, = bep, mit a # b, dann findet man,
dass einerseits

A~

(eaa Aeb) = b(eaa eb)a
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wahrend andererseits

(eq, Aeb) = (Aea, ey) = a(eq, ep).
0.

Hieraus folgt dann, dass (e,, €p) =

5. Seien A und B zwei lineare Operatoren. Dann wird der Vektor e,; ein gemeinsamer
Eigenvektor zu der Eigenwert-Kombination (a,b) genannt, wenn

Aemb = A€qp, und Bemb = bea,b,

wobei a und b komplexe Zahlen sind. Die gemeinsamen Eigenvektoren zur Eigenwert-
Kombination (a,b) bilden einen Vektorraum, V, ;. Die Dimension N, dieses Vektor-
raums wird die Entartung dieser Eigenwert-Kombination genannt. Eine orthonormale
Basis fiir V,,, wird dann von N,; Vektoren e, , j = 1,..., Nyy, gebildet.

e Seien A und B zwei hermitesche Operatoren. Dann gilt folgende wichtige Eigen-
schaft: Es gibt eine orthonormale Basis von gemeinsamen Eigenvektoren e,y
fiir den Vektorraum V' dann, und nur dann, wenn A und B vertauschbar sind,
[A, B] = 0.

Beweis: Wenn es so eine Basis e, ; gibt, dann gilt
[A, Bleq; = (ab — ba)eqp; = 0

fiir alle Basisvektoren, und, daher, fiir den ganzen Vektorraum V. Umgekehrt, wenn
e, ein Eigenvektor des Operators A zu der Eigenwert a ist (d.h., e, ist ein Element des
Vektorraumes V, ), dann ist auch Be, ein Eigenvektor des Operators A zu der gleichen
FEigenwert a, da aus AB = BA folgt, dass

A(Be,) = B(Ae,) = B(ae,) = a(Be,).

Deshalb kann dass Eigenwert-Problem des Operators B in jedem Vektorraum V, der
Eigenvektoren des Operators a getrennt gelost werden. Die Basis von Eigenvektoren,
die man in dieser Weise findet, besteht aus gemeinsamen Eigenvektoren der Operatoren
A und B.

e Ein Satz vertauschbarer hermitescher Operatoren A,B,C’, ... heifit komplett,
wenn die Eigenwert-Kombinationen (a, b, ¢, ...) nicht entartet sind. [In anderen
Worten: Ny = 1 fiir jede Eigenwert-Kombination (a,b,¢,...).] In diesem Fall
sind die gemeinsamen Eigenvektoren e, .. eindeutig festgelegt, bis auf Multip-
likation mit einem Phasenfaktor e®ete....
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3.3 Dirac Notation

1. Wir haben gesehen, dass die Wirkung eines linearen Operators als “Matrix Multip-
likation” dargestellt werden kann. Das Gleiche gilt fiir den Skalarprodukt. Hierzu
definiert man (rein formal) zum Vektorraum V den dualen Vektorraum V, der die
dualen Vektoren

al = (a;a;f"»a}k\f)
enthélt. Der Skalar-Produkt (a,b) ist dann ein gewdhnliches Matrixprodukt,
(a,b) = a'b.
In dieser Notation gelten folgende Eigenschaften:

(Aa+pb)t = A*al + b,
(Aa)f = alAf,
(a,Ab) = afAb (als Matrixmultiplikation).

2. Dirac hat eine besonders wirtschaftliche Notation fiir Vektoren und Skalarprodukte
eingefiihrt. Diese Notation wird haufig in der Quantenmechanik beniitzt. In der Dirac
Notation schreibt man Vektoren, duale Vektoren und Skalarprodukte als

a — |a) “ket”
al — (a “bra”
(a,b) — (a]b) “bra-ket”

Beispiele:

(Aa)t = atAt — (da| = (a| AT,

e (a, Ab) = (Ata,b) = (alAb) = ((alA)[b) = (Alalb) = (al(Al)).
Da ((a]A)|b) = (a|(A|b)) schreibt man symmetrisch

((alA)b) = (al(A]p)) = (alA|b).
Vorteil der Dirac-Notation ist eine wirtschaftliche Darstellung:
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Eigenvektoren e, eines Operators A werden durch den “ket” |a) dargestellt. (Dies
ist vor allem hilfreich, wenn der Eigenwert a nicht entartet ist!)

Den Projektionsoperator P, schreibt man dann als

Beweis: Fiir einen willkiirlichen Vektor a, gilt dass
Fela) = (ela)[e).

Die Orthonormalitit und Vollstandigkeit einer Basis |a, j) aus Eigenvektoren eines
hermiteschen Operators A, d.h., Ala, j) = ala, j), wird dann geschrieben als

<CL, j|a,7 ]/> - 5aa’5jj’a

> laj)a gl = 1.
a7j
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Skript zur 4. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 29. April, 2011.

4 Hilbertraum

In der klassischen Mechanik wird ein Massenpunkt vollstandig durch den Ort r und den
Impuls p beschrieben. In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Massenpunktes durch
einen Vektor |¢) in einem unendlich-dimensionalen komplexen Vektorraum H beschrieben.
Dieser Vektorraum wird Hilbertraum genannt, und die Vektoren |¢)) kénnen als Funktionen
Y (r) dargestellt werden. Messbare Grossen (Observablen) in der Quantenmechanik sind
hermitesche Operatoren im Vektorraum H und die Eigenwerte dieser Operatoren sind die
moglichen Ergebnisse einer Messung der Observable.

Da der Hilbertraum, lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, und deren Eigenwerte eine
so bedeutende Rolle in der Quantenmechanik spielen, werden wir nun zuerst die mathema-
tischen Figenschaften dieses Vektorraums besprechen. Eine ausfiihrliche Beschreibung der
Postulate der Quantenmechanik folgt in der nachsten Vorlesung.

4.1 Quadratintegrable Funktionen in einer Dimension

Der Hilbertraum H = {Funktionen F(z) auf R mit [ dz |F (z))* < 0o} ist der komplexe
Vektorraum der “quadratintegrable Funktionen” in einer Dimension. Auf H sind, wie fiir
jeden Vektorraum, ein Skalarprodukt, Basis, lineare Operatoren, Eigenwerte, usw. definiert.

1. Die Definitionen des Skalarprodukts und der Norm sind die Verallgemeinerungen des
Skalarprodukts und der Norm in einem endlich-dimensionalen Vektorraum,

(F,G):/OO dz F*(2)G(z), ||F|]:\/(F,F)z/ooda:|F(x)|2.

—0o0

2. Es gibt keine endlich-dimensionale Basis fiir H. Stattdessen gibt es drei Sorten unendlich-
dimensionaler Basen:

(a) Eine diskrete Basis {E£,} wobei n eine ganze Zahl ist. Eine diskrete Basis kann
orthonormal gewahlt werden. In diesem Fall gilt:
e Normierung: (E,, E,) = [ dx E;Ey(z) = 6pw
e Vollstandigkeit: F(z) = >, (E,, F) E,(x) fiir beliebige Funktionen F(z) in
H.
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(b)

Eine kontinuierliche Basis {E,,}, wobei n € R eine kontinuierliche Variable ist. In
diesem Fall findet man, dass die Basisfunktionen FE,, kein Teil des Hilbertraums
sind, da sie nicht quadratintegrabel sind. Deshalb ist eine kontinuierliche Basis
streng gesehen keine Basis vom Vektorraum . Aber es ist in vielen Anwendungen
sehr hilfreich, eine kontinuerliche Basis zu verwenden.

Eine kontinuierliche Basis kann nicht orthonormal gewahlt werden. Stattdessen
gibt es eine “Delta-Funktion Normierung”, wobei

(B, Eyy) = / " da BB (2) = 8(n — 1),

o0

Fiir eine Delta-Funktion normierte Basis lautet die Vollstandigkeitsrelation:
Fla) = / dk (E,, F) Ey(x).

Eine gemischte Basis { £, } mit n teils diskret, teils kontinuierlich. In diesem Fall
sind die Basisfunktionen FE,, im Hilbertraum H in dem Bereich, wo n diskret ist,
und ausserhalb des Hilbertraums wenn n kontinuierlich ist. Mit der Notation

S _{ >, wenn n diskret

J dn wenn n kontinuierlich

und
D { O/ wenn n, n’ diskret
nn/ —

d(n —n') wenn n, n’ kontinuierlich
konnen die Normierung und Vollstandigkeitsrelationen beider Bereiche in einer
Gleichung dargestellt werden,

(Ep, Ew) =Dy, Flz) =S, (Ep, F) En(2).

Beispiele einer kontinuerlichen Basis fir H:

e Die Funktionen E, (z) = §(z — 2’). Die Delta-Funktion-Normierung dieser Ba-
sis und die Vollstandigkeit folgen direkt aus den Eigenschaften der Dirac Delta
Funktion,

(Ey, Eyr) = / dz §(z — /)6 (z — z”)
= 5/ — 2"
Flz) = / do' F(2')8(x — ')
- / dz' (Ey, F)Ey (z)

fiir beliebige Funktionen F(x).
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e Die Funktionen Ei(x) = (1/v/27)e’**. Die Delta-Funktion-Normierung dieser Ba-
sis ergibt sich aus der Fourier Darstellung der Dirac Delta Funktion

1w
(Ek‘aEk:’) = /dﬂf %8 (k? k):l?
= S(k—K)

wahrend die Vollstandigkeit aus der Fourier-Analyse folgt,
Flz) = / dk G (k) En(x),

wobel

G(k) = (B F)
= \/%/dze_ikmF(m).

3. Die wichtigsten Beispiele linearer Operatoren auf H sind:
e Der “Nulloperator” 0, definiert durch
0F(z) =0

fiir beliebige quadratintegrable Funktionen F'(z).

e Der “Einheitsoperator” 1, definiert durch
1F(x) = F(x)

fiir beliebige quadratintegrable Funktionen F'(z).

e Der Operator , definiert durch

e Der Operator l;’, definiert durch

. dF
kF(x) = —i—
(2) = —i—

4. Genau wie bei endlich dimensionalen Vektorrdumen sind Linearkombinationen und
Produkte linearer Operatoren wieder lineare Operatoren. Operatoren miissen nicht
vertauschbar sein!

Beispiele:
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e Die Operatoren 0 und 1 sind vertauschbar,

(@)

01 =

o =

so dass [0,1] = 0.

e Die Operatoren £ und k sind nicht vertauschbar: Einerseits gilt

- . dF(z)
tkF = —
TkF(x) w— =,
wéhrend andrerseits
kiF(z) = —iixF(gg)
N dx
dF
Hieraus folgt, dass R
[z, k] =il

5. Wie in endlich dimensionalen Vektorraume wird der hermitesch konjugierte Operator
A" durch (ATF,G) = (F, AG), mit beliebigen Funktionen F' und G, festgelegt. Ein
linearer Operator A ist hermitesch, wenn AT = A.

Beispiele: 0, 1, & und k sind hermitesch. Letzteres ergibt sich aus der partiellen Integration,

(FhG) = / dxF*(x)(—i)di;x)

. dF*(x)
= z/d:z I G(z)

_ / de(hF(2)) G(x)
= (kF,Q).

6. Eine Funktion F,(x) mit der Eigenschaft AF, = aF,, wobei a eine komplexe Zahl
ist, wird eine Eigenfunktion des Operators A genannt. Die komplexe Zahl a ist der
zugehorige Eigenwert. Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell. Die
Menge aller Eigenwerte eines Operators wird das “Spektrum” genannt. Spektra her-
mitischer Operatoren konnen diskret sein, oder kontinuierlich, oder gemischt. In dem
letzten Fall gibt es diskrete und kontinuerliche Bereiche im Spektrum.
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Fiir einen diskreten Eigenwert gilt, dass die Eigenfunktion F, quadratintegrabel ist.
Fiir einen kontinuerlichen Figenwert gilt, dass die Eigenfunktion F; nicht quadratin-
tegrabel ist. In diesem Fall konnen die Eigenfunktionen aber Delta-Funktion normiert
werden.

Fiir jeden hermiteschen Operator A gibt es eine Basis fiir H aus Eigenfunktionen des
Operators A. Diese Basisfunktionen sind orthonormal wenn das Spektrum diskret ist,
und Delta Funktion normiert wenn das Spektrum kontinuerlich ist.

Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators A zum Eigenwert a bilden einen
Vektorraum, H,. Die Dimension dieses Vektorraumes wird die Entartung des Eigen-
wertes genannt. Eine Basis fiir H,, wird dann mit {£,,} bezeichnet, wobei \ ein weit-
erer Index ist. Die Entartung kann im Prinzip auch unendlich sein. Der Parameter A
kann diskret sein oder kontinuierlich.

Normierung der Eigenzustande: (Fuy, Eyx) = Do Dyy. Dies bedeutet:

(EaA7 Ea/)\/) ‘ a diskret a kont.
A diskret 5(1,1/(3)\)\/ 5(& — a’)éw
Akont. | g d(A—=N) d(a—a")d(N—N)

Der Operator P, ist die Projektion auf #,,

paF(x) — S)\(EQA, F)E ().

Beispiele:
e Die Eigenwertgleichung fiir den Operator Z (mit dem Eigenwert 2’) lautet
2By (x) = xEy(z) = 2 Ey(x).
Die Losung der Eigenwertgleichung wird durch die Dirac Delta Funktionen gegeben,
Ey(z) = 6(z — a').

Da alle reellen Zahlen z’ als Eigenwert des Operators & auftreten, ist das Spektrum des
Operators & die Menge R der reellen Zahlen. Die Eigenfunktionen haben eine Delta-
Funktion-Normierung und bilden eine Basis fiir H.

e Die Eigenwertgleichung fiir den Operator k (mit dem Eigenwert k) lautet

dEx(x)
dzx

kEj(z) = —i = kEj ().
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Die Losung der Eigenwertgleichung ist:

Das Spektrum des Operators k ist damit R. Die Eigenfunktionen Ej(z) haben eine
Delta-Funktion-Normierung und bilden eine Basis fiir H.

e Nun folgt ein Beispiel eines Operators mit einem diskreten Spektrum: Das Spektrum

des Operators

1 . .
h= 5 (@ —ik)(& + k)

besteht aus den natiirlichen Zahlen n = 0,1,2,..., und die Eigenwerte sind nicht en-
tartet. Die Eigenfunktionen sind

1 d\"
En(flf) = Wﬁiiw <I1}' — dx) 67%x2.

Diese Funktionen bilden eine diskrete (aber unendlich-dimensionale) orthonormale Basis
fir H. Die Losung der Eigenwertgleichung fiir den Operator n folgt spéater in dieser
Vorlesung.

7. Seien A, B hermitesche Operatoren auf H. Eine Eigenfunktion E,;(z) wird eine
gemeinsame Eigenfunktion zur Eigenwert-Kombination (a, b) genannt, wenn AE, ,(x) =
aF,(z) und BE, () = bE, ;(z). Genau wie bei endlich-dimensionalen Vektorréumen
gilt, dass es eine Basis von solchen gemeinsamen Eigenfunktionen E,;(x) gibt, dann
und nur dann wenn die Operatoren A und B vertauschbar sind. Ein Satz hermitescher
Operatoren A, B, C , ... ist komplett, wenn das Spektrum der Eigenwert-Kombinationen
(a,b,c,...) nicht entartet ist. In diesem Fall gibt es nur eine Basis von gemeinsamen
Eigenfunktionen (bis auf Multiplikation mit einer komplexen Zahl).

4.2 Quadratintegrable Funktionen in drei Dimensionen

Der komplexe Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen F'(r) auf R? wird mit H beze-
ichnet und auch Hilbertraum genannt. Das Skalarprodukt auf H ist als

(F,G) = / dr F*(r)G(r)

definiert.
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Die wichtigsten Operatoren sind

=

-
I
ISP

8

<

=
Il
TH [ D

IS

wobel

IOF (r)
or '

Nicht alle Komponenten der Operatoren r und k sind vertauschbar,

[, k) =i, [&,k,) =[2,k:] =0, usw.

TF(r) = zF(r), kF(r) = —i

USW.

Beispiele kompletter Satze von Operatoren in drei Dimensionen sind:
e 1,7, z; Basis Ev(r) = d(r — 1/).
® ]%x, l;'y, ]%Z, Basis E’k/(r) = (27T)_3/2€ik'r.

4.3 Dirac Notation

Eine Funktion F(r) wird mit dem “ket” |F) angedeutet. Informell ist |F) als einen oo-
dimensionalen Spaltenvektor zu betrachten,

F(ry)
|Fye=" | Fl(r2)

Es gibt auch den “dualen” Hilbertraum mit “bra” Elementen (F|, die man informell als ein
oo-dimensionaler Zeilenvektor betrachten kann,

(F|“=" (F(r1)", F(r2)",...).

Wie bei endlich-dimensionalen Vektorraumen schreibt man |[AF) = A|F) und (AF| = (F|A'.
Das Skalarprodukt (F,G) wird dann als (F|G) geschrieben. Damit gilt dann auch, dass

(FIAG) = (F|A|G) = (ATF|@).

Die Dirac-Notation erlaubt eine sehr wirtschaftliche Darstellung von wichtigen Elementen
der Theorie:
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e Eigenvektoren/Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators A zur Eigenwert a wer-
den als |a\) geschrieben, wobei der Parameter A eine Basis fiir den Hilbertraum H,
parametrisiert. Die Normierungs- und Vollstandigkeitsrelationen sind dann

(@ N]a)) = DeaDay, Saalar)(ar| = 1.
Um die letzte Gleichung zu begrﬁn(}en entwickelt man eine beliebige Funktion F' nach Eigen-
funktionen E,)(x) des Operators A,
F(z) = Su(Eax, F)Ea(z).
In der Dirac Notation sieht diese Gleichung so aus:
IF) = Salad)(a|F).
Da dies fiir beliebige kets |F') gilt, findet man so die Operator-Gleichung
Sarlat) (ah| = 1.

Beispiele: Die “Ortsbasis” (mit den Eigenfunktionen Ey/(r) = 6(r — r’) als Basisfunktionen
wird in der Dirac Notation als |r’) angedeutet. Die “Fourierbasis” wird in der Dirac Notation
mit den kets k) angedeutet. Die Vollstandigkeit dieser Basis wird dann durch die Gleichungen

/dryr><ry = /dk|k>(k\ =1

e Die Projektion auf den Vektorraum H, der Eigenfunktionen zum FEigenwert « ist, in
der Dirac Notation,

gegeben.

P, = Sy|a))(a).

Dies ergibt sich aus der Gleichung

B,F(2) = S\(Eax, F)Ea(2),

woraus folgt, dass
PalF) = Slad) (a)[F),
fiir beliebige |F').

e Seien A, B, C, ...ein kompletter Satz hermitescher Operatoren, dann
(a’b’c’ s |CLbC < > = Daa’Dbb’Dcc’ N UsSw.
Sa,b@,...\abo ~Mabe---| = 1.
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Skript zur 5. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 2. Mai, 2011.

4.4 Darstellung

Im vorherigen Abschnitt wurden die “kets” |F') im Hilbertraum durch die Funktion F(r)
definiert. Ebenso kann man den ket |F) durch die Fourier-Transformierte F'(k) darstellen.
Diese beiden Darstellungen sind vollig aquivalent.
Die “Ortsdarstellung” durch die Funktion F'(r) und die “Fourierdarstellung” durch die Funk-
tion F'(k) sind nicht die einzigen moglichen Darstellungen des kets |F). Im allgemeinen
bietet jeder komplette Satz von Operatoren eine mogliche Darstellung. Diese Darstellung
wird so konstruiert: Seien A B,C, ...ein kompletter Satz Operatoren (mit nicht-entarteten
Eigenwerten a,b,¢,...). Dann wird das Element |F) im Hilbertraum vollstandig durch die
Funktion F'(a,b,c,...) = (a,b,c,...|F) dargestellt.
Die Darstellungen F'(r) und F'(k) passen in dieses allgemeine Muster:

1. Ortsdarstellung: F(r) = (r|F). [Dies folgt aus (r|F) = [dr'd(r — ') F(r') = F(r).]

2. Fourier-Darstellung: F(k) = (k|F). [F(k) ist die Fourier-Transformierte von F(r), da

(k|F) = (2m)73/2 [ dr'e " F(r).]

Ein Beispiel einer alternativen Darstellung in einer Dimension ist die “n-Darstellung”, in der der
ket |F) durch die diskrete Reihe F'(n) = (n|F) = [ dzE}(z)F(x) dargestellt wird.

Das Skalar-Produkt kann in jeder Darstellung berechnet werden. Im Allgemeinen gilt, dass
wenn der ket |F') durch F'(a,b,c,...) = (a,b,c,...|F) und der ket |G) durch G(a,b,c,...) =
(a,b,c,...|G) dargestellt werden, dann

<F|G> = Sa,b,c,...F*(a/7 b, C,- - ‘)G(CL, b7 c, - )
Beweis: Dies ergibt sich direkt aus der Vollstandigkeitsrelation Sa,b,c,...|ab0- - Mabe...| =1, denn

(FIG) = Sape..(Flabe.. )abe...|G)
= Sayb@mF*(a, b,c,...)G(a,b,c,...).

Bemerkung: Parsevalsches Theorem

/MF@@M:/&W&W@

ist nichts anderes als die Beobachtung, dass das Skalarprodukt (F|G) sowohl in der Ortsdarstellung
als auch in der Fourierdarstellung ausgerechnet werden kann!
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5 Postulate der Quantenmechanik

5.1 Zustand

Postulat: Ein Zustand wird durch einen ket |¢)) im Hilbertraum beschrieben. (Hilbertraum:
Komplexer Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen in drei Dimensionen.)

Ein Ket [¢)) wird durch die “Wellenfunktion” ¢ (r) = (r|¢) dargestellt. Kets |1) und A|y))
mit A € C beschreiben den gleichen Zustand.

5.2 Observable

Postulat: Eine messbare physikalische Grofie (Observable) A wird durch einen hermiteschen
Operator A beschrieben. In der klassischen Mechanik ist A eine Funktion des Impulses p
und des Ortes r. Der Observablen A(p, q) in der klassischen Theorie wird dann der Operator
A = A(hk, ) zugeordnet.

Bemerkung: Diese Zuordnung ist nicht immer eindeutig, da die klassischen Variablen r und p
vertauschbar sind, wahrend die Operatoren r und hik nicht vertauschbar sind. Daher ist es z.B.
nicht eindeutig, welcher Operator dem Produkt xp, = p,x zugeordnet werden muss, da ﬁ:(hl%x) #*
(hl%x)a% Dieses Problem wird bei den Beispielen die wir in dieser Vorlesung besprechen jedoch
nicht auftreten. In den Féllen, dass der Operator A nicht eindeutig ist, lasst sich A manchmal
dadurch bestimmen, dass nur hermitesche Operatoren physikalische Observablen darstellen. In
dem genannten Beispiel ist (/2)(ky& + 2ky) der einzig mégliche zugehérige hermitesche Operator.

Beispiele:
e Ort: Die Observable r wird durch den Operator t dargestellt. (£: Multiplikation der Funktion
¥(r) mit r.)
e Impuls: Die Observable p wird durch den Operator p = hk = —ihV dargestellt.

e Drehimpuls: Die Observable 1 = r x p wird durch den Operator l1=+#x p dargestellt. Dies
bedeutet



dargestellt, wobei V (f) der Operator ist, der sich aus der Funktion V(r) durch die Substitu-
tion r — T ergibt.

5.3 Wahrscheinlichkeit eines Messergebnisses

1. Postulat: Mogliche Ergebnisse einer Messung von A: Spektrum von A.

Beispiele:

e i: Spektrum ist R?
e p: Spektrum ist R?
ol Spektrum ist mh mit m ganzzahlig.

Beweis: In Kugelkoordinaten = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢, z = r cos 6 findet man,

dass
g Oz 0 oy g 0z 0 0 9

96 960x  dody  9p0:  'dx oy

- . 0 0
l, =—ih <w3y — y8x>

Hieraus, und aus

folgt, dass
~ 0
l, = —ih—.
i 5
Die Eigenwertgleichung fuer den Operator [, in Kugelkoordinaten lautet dann
7 . T, 07
lzw)\(ra 07 ¢) = _Zhw = )\Yﬂ/\("ﬂ 9a ¢),

wobei A der Eigenwert ist. Die allgemeine Losung der Eigenwertgleichung wird durch

Funktionen der Form
ciAe/h

¢>\(7“a 0, QS) = QZ)X(T, G)W

gegeben, wobei 1[1)\(7", ) eine beliebige quadratintegrable und normierte Funktion der
Variablen 7 und 6 ist. Weil die Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) und (r, 6, ¢+ 27) den gleichen
Ort darstellen, muss die Funktion ¢(r, 0, ¢) die Bedingung

¢/\(7“> 97 ¢) = ?/JA(Ta 07 ¢ + 27T)

2w\ /h

erfiillen. Hieraus folgt, dass e =1, so dass

A = mh,

mit m ganzzahlig.
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2. Postulat: In der Quantenmechanik ist das Ergebnis einer Messung stochastisch. Das
heisst, dass man das Ergebnis einer Messung nicht mit Sicherheit voraussagen kann.
Die Theorie beschreibt nur die Wahrscheinlichkeit eines moglichen Messergebnisses. Es
wird postuliert dass die Wahrscheinlichkeit P(a), dass eine Messung der Observable
A den Wert a gibt (falls a im diskreten Teil des Spektrums des Operators A liegt)
bzw. die Wahrscheinlichkeit p(a)da, dass eine Messung der Observable A einen Wert
im Intervall [a, a+da] gibt (wenn @ im kontinuierlichen Teil des Spektrums liegt) durch

P(a) } _ Wlk)
()
Sl (@laX)
@)
gegeben wird, wobei P, die Projektion auf den Vektorraum H, der Eigenkets zu dem

Eigenwert a ist.

In den meisten Anwendungen werden wir den Zustand [¢) so wéhlen, dass (¢|¢) = 1.
(Der Zustand ) ist “normiert”.) In diesem Fall gilt dann

P\
)} Wl

pla
= Sil(@lan)[.
Wichtiges Beispiel: Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(r) ein Teilchen am Ort r zu finden
ist
Y(r)l”
oy — P
[ dru(r)

Dies ergibt die “Statistische Interpretation der Quantenmechanik” und insbesondere
der Wellenfunktion ¢ (r): ¢(r) ist eine “Wahrscheinlichkeitsamplitude”. Das Quadrat
|4(r)|? ist damit eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

Erweiterungen:

e Erwartungswert:

[dap(a)a | _ (@A)
(W)

Beweis: Aus

) = Saalad)(aAy)
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folgt, dass

Ay = SaaAlar)(ar]e)
Saalad) (arlv).

Daraus ergibt sich, dass

(WAl = Saralwlad)(ae)
= Sajal(@lan).

Abweichung oder Streuung:

(Aa)® = (a—7a)* =a® — (a)°.

Das Ergebnis einer Messung der Observablen A ist deterministisch (“scharf”,
ohne Streuung) nur wenn |¢) ein Eigenket des Operators A ist. = Nur bei
diskreten Spektren kann eine Messung vollkommen genau sein. (Eigenfunktionen
bei kontinuierlichen Spektren sind nicht quadratintegrabel!)

Beispiel: Es gibt Zustédnde mit [, scharf, aber nicht mit p oder r scharf. (Aber es gibt
Zustande mit Ap oder Az beliebig klein.)

= Wenn zwei Observable A, B nicht vertauschbar sind, kénnen A, B nicht gle-
ichzeitig scharf sein, denn es gibt keine gemeinsamen Eigenfunktionen, wenn
[A, B] # 0. Diese Beobachtung wird durch die Heisenbergsche Unschérferelation
prazisiert:

1
AAAB > S|4, B]|.
Diese Relation wird hier nicht bewiesen.
Beispiel: AzAp > h/2.

Wenn Operatoren A und B vertauschbar sind (d.h.A[/AlA, B] = 0), dann nennt man
die Observablen A und B kommensurabel. Wenn [A, B] # 0 nennt man A und B
inkommensurabel.
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Skript zur 6. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 6. Mai, 2011.

5.4 Irreversibilitat einer Messung
Postulat: Eine Messung fiihrt zu einer irreversiblen Anderung des Zustandes |1),

[0) = Paleh),

Wenn man mit normierten Zustanden arbeitet, muss man ggf. den Zustand EW} neu
normieren. Diese Anderung des Quantenmechanischen Zustandes durch eine Messung wird
“Kollaps der Wellenfunktion” genannt.

5.5 Schrodinger-Gleichung

Postulat: Die “Bewegungsgleichung” des Zustandes |¢) wird durch die Schrédinger-Gleichung
gegeben. Diese lautet

m%zp (r,t) = Hy(r,t),

wobei H der Hamilton Operator ist.
In der Dirac-Notation sieht die Schrodinger-Gleichung so aus:

Oy = HY) (Ket).

0

—iho (V| = (V|H (bra).

Beispiel: Fiir ein Teilchen im Potentialfeld gilt A = 2‘% + V(r), so dass

2
m%d} (0,8) = — 1 Agp(r,£) + V()b (x, 1),

2m

Erweiterungen:

1. Skalarprodukte sind zeitunabhéngig: 4 (1 |1s) = 0

Beweis:
(;w) 162) + (91 (i‘w2>>

= 5 (@) e — £t (A1)
= 0.

d
@@1\%)
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2. Formale Losung der Schrodinger-Gleichung [ (2)) = U (t, to)[(to)), wobei U ein durch
die Schrodinger-Gleichung bestimmter Operator ist, der Evolutionsoperator genannt

wird. Der Evolutionsoperator U ist unitér, weil Skalarprodukte zeitunabhangig sind.

Wenn H zeitunabhangig ist, gilt

~ A

Ut tg) = e~ #1000,

Beweis: Wir setzen to = 0 und beweisen, dass [¢(t)) = U(t,0)[(0)) mit U(¢,0) = e~ (/M At
und beliebigem |1 (0)) der Schrédinger-Gleichung gentigt.

Der Exponent eines Operators wird als

o0

— (7 ] 1 . n frn
e~ W/MH :z;)n!(—zt/h) H

berechnet. Hieraus folgt, dass

d d i
.3 _ s —(i/h)Ht
zhdtli(t,O) zhdte

cd =1,
= zhazj(—zt/h) H

n=0n
= n . n—1frn
= Zm(—zt/h) L.
n=0

Nun bemerken wir, dass der Term mit n = 0 nicht zur Summe beitriagt. Deshalb kann die
Summation bei n = 1 beginnen:

L d n . 14
7 — T n Hn
ih—U(t,0) ;"!( it/h)
g 1
- H _ n—lHn—l
> G
n=1
i | )
= HY —(=it/n)" H"
n'=0
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Einsetzen von [ (t)) = e_(i/h)Ht\i/J(O» in die Schrodinger-Gleichung gibt dann

d d__(i/mh
ih g (6) = ihope” M 0))
= He MMy(0))

= Hly(t)).

3. Fiir die Zeitabhéangigkeit eines Erwartungswertes findet man:

d_ 1 oA
20 = = (W|[H, Alj)
Bewelis:
d_ d 2
2 = L (AW)
~ (Zwl) 4w+ Wi (510)
= T WIHAW) — (GlAH]Y).

4. Eine Observable A wird erhalten genannt, wenn P(a) zeitunabhéngig ist fiir beliebige
Zusténde |¢). Eine Observable A ist erhalten dann, und nur dann, wenn

[ﬁ, A] — 0.

Beweis: P(a) zeitunabhéngig fiir alle [¢)) = der Erwartungwert a ist zeitunabhéngig fiir alle
1) = (Y|[H, Al|p) = 0 fiir alle [¢) = [H, A] = 0.

Umgekehrt, wenn [H, A] = 0, dann auch [H, A"] = 0 fiir beliebige n. Dann %CT" =0
fiir alle n. Da die Momente a” die Wahrscheinlichkeitsverteilung festlegen, folgt, dass P(a)
zeitunabhangig ist.

5. Ein Zustand |¢) heiit stationédr, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer be-
liebigen Observablen A in diesem Zustand zeitunabhéangig ist. Da die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen aller Observablen den physikalischen Zustand bestimmen, stellen
[9(t)) und |(0)) den gleichen Zustand dar. Hieraus folgt, dass |1 (t)) = e*®]2)(0))
mit einer beliebigen Phase a(t).
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Es gilt nun: [¢) ist ein stationdrer Zustand < [¢)) ist Eigenzustand des Hamiltonop-
erators H.

Beweis: Wenn H|y) = E|¢), dann [¢(t)) = e~ @/ME(0)). Umgekehrt, wenn |¢)) nicht
H-Eigenket, dann gibt es Fi, Ey, sodass (E1|¢) # 0 und (Esl) # 0. Dann (E;|4(t)) =
(Ejle=@W/MEit|1(0)) = e~ W/MELE|p(0)), j = 1,2. Andererseits, aus [¢(t)) = @®)[4)(0))
folgt, dass (Fj|u(t)) = €O (F;|1(0)), mit dem gleichen Phasenfaktor fiir j = 1,2. Da
Ey # FE5 gibt dies einen Widerspruch.

Wenn H ein kontinuierliches Spektrum hat, gibt es keine normierten stationaren Zustande.

Wenn H ein diskretes Spektrum hat, gibt es normierte stationare Zustande.
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6 Beispiele in einer Dimension

6.1 Freies Teilchen

Freies Teilchen:
~ 232
H=—.
2m

Aus [lf[ ,p] = 0 folgt, dass es eine Basis von H -Eigenzustanden gibt, die zur gleichen Zeit
auch p-Eigenzustande sind. Anders gesagt: Stationare Zustande konnen als p-Eigenzustande
gewdhlt werden. Die Eigenzustédnde |p) des Operators p = hk sind bekannt: Sie haben

Wellenfunktion .

ple) = (alp) = 2=
Normierung:
(plp’) = 6(p — p'),
Vollstandigkeit:

Zugehoriger H -Eigenwert:

Bemerkungen:

e Als H-Eigenzustinde kann man auch lineare Kombinationen von t,(z) und ¢_,(z)

nehmen, z.B.
1 pT I px
cos — und ————sin

JTh ok Nz A

e Statt ¢, (x) verwendet man auch oft die Funktionen

mit p = hk, B(k) = 22

2m
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Normierung:

(K|K) = 8(k — k).

/Z k) (k| = 1.

Vollstandigkeit:
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Skript zur 7. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 9. Maz, 2011.

6.2 Wellenpaket fir freies Teilchen

Da sie nicht normierbar sind, stellen die Impuls-Eigenzustande keine physikalischen Zustande
dar!

Normierte Zusténde eines freien Teilchens (aber keine stationdren Zusténde!): kontinuierliche
Superposition oder Wellenpaket

vla) = [ dho(yino)
wobei
Ur(z) = e
Die Funktion () ist quadratintegrabel wenn die Funktion ¢ quadratintegrabel ist,

1911 = lloll-

Die Zeitabhangigkeit der Wellenfunktion v findet man aus der Beobachtung, dass die Funk-
tionen ¢ (x) Eigenfunktionen des Hamiltonoperators sind, so dass ihre Zeitabhingigkeit
durch Multiplikation mit dem Phasenfaktor e *#¥/" gegeben wird:

brt) = / Ak (k) (e~ HE5

wobei 2
By = —Fk.
2m
Beispiel: Gaufisches Wellenpaket,
1 k — ko)?
o) = o (-0,
(QWUI%)Z 4o,

mit o und kg Konstanten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Impulses und des Ortes sind
dann:
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P(at) = |z t)

wobei
LBy
O hdk|, T m
und 12
1 t
ol = 5 a,%.

P(k)

Details der Berechnung:

1 1 2 2z . 2
Wz, t) = | dk—= e~ (k=ko)?/Ao]tika-ihk?t/2m
V2r (2770’,%)1/4

B <20_%) 1/4 e—a,%(w—hkot/m)z/(1+452Uétz/m2)

\/ 14 2ihoft/m

Der letzte Faktor fillt bei der Berechnung von [¢(z,t)|? weg.

ei(konrQU%zzht/mfkg nt/2m)/(1+4n%c¢t? /m?) )
m

Das Gaussche Wellenpaket (und auch das allgemeine Wellenpaket, siche unten) ist der
quantenmechanische Zustand, der einer klassischen Beschreibung eines freien Teilches am
nachsten kommt. In diesem Zustand wird das Teilchen sowohl durch ein Ort x als auch
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durch den Impuls p beschrieben. Allerdings sind sowohl x als p nicht scharf: Die Abweichun-
gen sind o, bzw. hop. Es gilt
0.0y > h/2,

wobei Gleichheit nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 auftritt.

Allgemeines Wellenpaket: Die Funktion ¢(k) ist so gewéhlt, dass |¢(k)| ein scharfes Maxi-
mum bei k = ky hat.

v t) = [ dkokina)e i,

wobei ¥, (z) = \/%76““. Man schreibt ¢(k) = |p(k)| e **) und 9y (x) = Vot

Stationare Phase Argument: Das Integral ist wesentlich # 0 nur wenn die Phase des Inte-
grands nicht schnell mit k& variiert bei k = kg, d.h. nur wenn

do t dEk i 0

—| - - x = 0.

dk|,, —hdk |,
= Integral ist # 0 nur wenn,

T = xy + vot,
wobei
Tg= — und vg = ———| .
° dk|,, ° T hodk |,

Bemerkung: v, ist die “Gruppengeschwindigkeit” aus der Wellentheorie.

In der gleichen Weise fiihrt man
veat) = [ dre (Wp_ila)e i
ein.

= —> X =X +V0t = — X =X, — V.t
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6.3 Periodische Randbedingungen

Periodische Randbedingungen sind ein Trick, um ein diskretes Spektrum (mit normierten
stationédren Zustdnden) zu erreichen: Man fordert, dass die Wellenfunktion der Bedingung

(@) =Pz + L)
geniigt. Anders gesagt: Das Teilchen bewegt sich auf einem Ring mit Lange L.

e Skalarprodukt: (i |is) = fOL dx Y} (x)ha ()
2whn

e Normierte p-Eigenfunktionen: ¢, (z) = %e*%pm mit p = =7, n=0,£1,£2,....

(Die Quantisierung des Impulses folgt aus der Bedingung v,(z) = v,(z + L), so dass
e~ Pl = 1.)

Normierung: (p|p’) = 0,

Vollsténdigkeit: >_ |p)(p| = 1.

p2

Energie-Eigenwert F, =

e Fiir L — oo liegen die Impulswerte sehr nah beieinander.

o Statt ¢,(z) nimmt man auch ¢y (x) = %eik‘” mit k£ = %T”, n=0,+1,+2 ---

6.4 Stiickweise konstantes Potential: allgemeine Bemerkungen

Wir betrachten nun ein Teilchen mit Hamilton Operator

A2
A= 1va),

2m

wobei das Potential V' stiickweise konstant ist.
Um Energie-Eigenwerte und Eigenzustande zu finden, muss die Schrodinger Gleichung

(g V@) (o) = Bu)

 2mdx?
gelost werden.

Bemerkungen:
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e Wenn V(z) >V} fir alle x, dann auch £ > Vj

Beweis: Fiir jede normierte Wellenfunktion ¢ (z) gilt

2
WIHW) = (ol + @V @))
o B0150) + [ 2V (&) ()

v

1 2
— Il + Vi
o 1pY1” + Vo
> W

Diskrete Eigenwerte E < V sind dann ausgeschlossen, weil

(Ye|H|YE) = E®ElYE) = E

wo |¢g) der zugehdrige normierte Eigenzustand ist. Kontinuierliche Eigenwerte E < Vj sind
auch ausgeschlossen, weil man aus den zugehorige §-Funktion-normierten Eigenzusténden
eine kontinuierliche, normierte Superposition bilden kann, fiir die man dann (|H|¢) < Vo
finden wiirde.

e Wenn V(z) = V(—x), dann
i1, P| =0
mit P Paritatsoperator, R
Py(z) = ¢(—x)

Dann kénnen H -Eigenzustande auch als P—Eigenzustéinde gewahlt werden, d.h. man
kann H-Eigenzustande entweder gerade oder ungerade wahlen.

e Bei einer Diskontinuitat des Potentials V: 1 und % stetig: Anschlussbedingungen.

Vv
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Skript zur 8. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 13. Mai, 2011.

6.5 Stiickweise konstantes Potential: Potentialtopf

Wir betrachten nun das stiickweise konstante Potential

0 x<-—a
V(z)=< —Vo —a<z<a
0 x>a
\%
-a a
X
_VO

Aus den allgemeinen Bemerkungen geht hervor, dass
e Energie-Eigenwerte sind > —Vj.
e ¢ und % stetig bei x = +a (Anschlussbedingungen).

e Das Potential V' ist symmetrisch: Eigenfunktionen ¢ g(z) konnen gerade/ungerade
gewéhlt werden. (Aber miissen nicht, wenn der Eigenwert E entartet ist!)

Spektrum fiir £ >0

Sei k= /288, K = /2%(E + Vp), dann K? = k? + K3.

Allgemeine Losung der Eigenwertgleichung;:

E
s P(x) = \/LTW (Ae'k® 4 Beikr) r<—a
2,2 2m U(x) = \/%7 (Cek™ + DemK7) —a <z <a
am |00 () = 7= (Fe*r 4+ Ge~kr) T >a
A4 (Faktoren \/LQ? sind nur da, um spatere Darstellungen zu verein-
- fachen.)

4
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Da 1 (x) nicht — 0 fir  — o0 sind diese Losungen nicht normierbar, Wir erwarten deshalb
eine Delta-Funktion-Normierung und ein kontinuierliches Spektrum.

Die Anschluss-Bedingungen bei x = 4a legen vier der sechs Koeffizienten A, B, C, D, I’ und
G fest. Zwei Koeffizienten konnen frei gewahlt werden. Deshalb gibt es bei jeder Energie E
zwei linear unabhangige Figenfunktionen. = Das Energiespektrum fiir £ > 0 ist zweifach
entartet.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die zwei “Basisfunktionen” zum Energie-Eigenwert E
zu wahlen.

e In der Streutheorie wahlt man Basisfunktionen
Yfpmit A=1,G =0 P, mit A=0,G =1
Aus den Anschlussbedingungen findet man, dass

Ae~*a 4 Betke —  (Ce—iKa 4 peika
Ake™*e — Bkett® = (CKe % — DK,

Febt 4 Ge~ke —  (eike 4 pemika
Fke** — Gke™** = (CKefe — DKe e,

Hieraus folgt, dass

B =r
B —i(k?* — K*)sin(2Ka) oika
© 2kK cos(2Ka) —i(k? + K?2) Sin(ZKa)e ’

F =1
2kK —2ika

kK cos(2Ka) — (k2 + K2)sin(2Ka)

fir ¢, und B=t, F =r fir ¢},

Man kann diese zwei Basis-Funktionen so darstellen:
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1 e ikx
Einfallende Welle — _—
V21 +

1 —ikx 1 ikx lJJk R
Reflektierte Welle—— ¢ 5 ——_ " purchgehende Welle
V2n | | V2mn
\ \
1 e —ikx
«— — Einfallende Welle
2n w +
1 —ikx 1 ikx kL
Durchgehende Wﬁt te o s —— 8 Reflektierte Welle
2n | | V2n

Die Koeffizienten r und ¢t werden “Reflektionsamplitude” und “Transmissionsampli-
tude” genannt. Die Tatsache, dass ¢, und ¢}, die gleiche Reflektions- und Transmis-
sionsamplituden haben, ist nicht allgemein. Sie folgt hier, weil V' (z) = V(—x).

Normierung der stationdren Zustinden ¢, und ¢y (i, ¢f;) = (Uig, ¥ig) =
S(k—k), (Ui ohg) =0.

Beweis: Sehr mithsam. In QM2 wird die §-Normierung fiir allgemeine V(z) bewiesen.

Die Energie-Eigenzustande haben ¢-Funktion Normierung = sie stellen keine physikalis-
chen Zustande dar! Man bildet einen normierten Zustand durch kontinuierliche Super-
position der stationdren Zustiande ¢, oder ¢, (Wellenpaket).

Allgemeines Wellenpaket aus ¢,
wlat) = [ dbok)uplo)e 5,
Wir wihlen ¢(k) so, dass die Funktion ¢(k) ein scharfes Maximum bei k = k¢ hat,

und reell ist. Wir werden nun ¢ (z,t) durch Wellenpakete ¢, (z,t) und ¢ (z,t) fiir
ein freies Teilchen mit Impuls +hk, ausdriicken,

V(2 t) = [ dk gﬁ(k)wk(m)e*%!‘?kt
Vo (2,1) = [ dk $(k)p_y(z)e i
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Dies gibt, fiir x < —a:

P(x,t) = /dk: (k) (i (x) + r(k)Y_i(x)) o~ 4Bt

Da ¢(k) ein scharfes Maximum bei k = k¢ hat, kann man r(k) durch r(ky) im Inte-
granden ersetzen,

U(x,t) =~ /dk (k) (Vi (x) + (ko) _p(z)) o~ 3 Ext
= o(x,t) + (ko) (z,1).

Ebenso findet man fiir x > a, dass

U(@,t) = / dk ¢(k)t(k)p(x)eHEM
t(ko)zﬁ—><$,t).

Q

—> X =V0t

A/\/v\m | |
L a X
rky A/\/\M tko)wvw aus (t> 0)

X:_\St% —> X:VOt

ein (t< 0)

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen vom Potentialtopf reflektiert wird, is
R = |r(ko)|”

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen durchgelassen wird, ist
T = |t(ko)|”

Wichtige Beobachtung: R und T werden aus Eigenschaften von stationaren, -Funktion
normierten Wellenfunktionen t;(x) berechnet, auch wenn sie die Reflektion oder
Transmission eines nicht-stationdren, normierten Wellenpakets darstellen! (Dies ist ein
erstes Beispiel dafiir, dass es bei Berechnungen oft vorteilhaft ist, §-Funktion normierte
Wellenfunktionen zu verwenden, auch wenn physikalische Zustdnde nur durch normierte
Zustande gegeben werden.)
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T(E) T(E)

Ka-~5 K,a gross

E/NV E/N

Bemerkung: Man kann auch Basisfunktionen wéhlen, die zur gleichen Zeit Paritats-Eigenfunktionen
sind. In diesem Fall findet mann
1

1 . .
G=—e¢ und B=F = —¢'%,
V2 V2

7

G=——e % ud B=F= Lei‘b“,

V2 V2

Yra(x) @ gerade A

Yru(x) : ungerade A

wobei die Phasenverschiebung ¢, bzw. ¢, durch

by 2kK —i(k? — K?)sin2Ka o—2ika
2kK cos2Ka — i(k? + K?)sin2Ka ’
2igu 2kK + i(k? — K?)sin2Ka o~ 2ika

2kK cos2Ka —i(k? + K?)sin2Ka

gegeben wird.

1 cos(kx —@g ) 1 cos(kx +@g ) kR
s | s
\
1 ; _ 1 .
_—sin( kx Pq ) _=_sin( kx +Qgq )
Tt | T
\
-a a X LUI:L
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Spektrum fiir -1 < E <0

0 | Wir definieren:
2 2
h™ K 2mE 2m i 2mV,
- K = _— = _— =
>m R R2(E+V) s
E 1 sodass w24+ k2 = KZ.
5 9 Energie-Eigenwert Gleichung:
h k
2 Y=k x<-—a
—Vii P'=—k*)p —a<x<a
0 V' =K x>a
Die allgemeine, normierbare Losung dieser Gleichung lautet:
P(x) = Ae™ r < —a
Y(z) = Ccoskr + Dsinkr —a<z<a
P(x) = Ge™ " r>a

Da das Potential V' (x) symmetrisch ist, gibt es gerade und ungerade Losungen.
e Gerade Losungen: A =G, D = 0. Dann

Y(xta)=¢(xla) = Ae " =Ccoska
P(xta)=9Y(rla) = —kAe "™ =—kCcoska

oder, in Matrixnotation,

e " —coska AY (0
—ke " ksinka cC) \o

Diese Gleichungen haben eine nichttriviale Losung nur, wenn

—ke "k sin ka

(i)cotka:@: l

ra /K- k2

Schematisch kann man die beiden Seiten der Gleichung so darstellen:

det< e " — coska ):e—na (ksink;a—KCOSka):O
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

2 Tn 32 | 2m ka
kla k3a

Diese Gleichung hat nur diskrete Losungen. Sie werden mit ki, k3, ks, ... bezeichnet.
Je grofler Kya, desto mehr Losungen. Es gibt mindestens eine Losung; Die Zahl der
Losungen ist ng fir (ng — )7 < Kopa < ngm.

Die Energie-Eigenfunktionen haben dann folgende Form:

C cos k;ae™ (@t g < —q,
Yi(k) = ¢ Ccoskx —a<z<a,
C cos k;aefi (@) T > a.

Hier x; = /K2 + k? und C ist eine Normierungskonstante, so dass [ dx |(z)]> = 1.

Schematisch sehen die ersten zwei Losungen so aus:

7\ llJl lIJ3
-a 0 a -a N\i a

e Ungerade Losungen: A = -G, C' = 0.

...étanka:—@: k

Ka K2 — k2

Die beiden Seiten der Gleichung sehen nun so aus:
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ka

Die diskreten Losungen werden mit ks, ky, . . . bezeichnet. Die Energie-Eigenfunktionen
haben die Form
D sin kyaeti(@t?) T < —a
Po(k) = Dsinkqx —a<z<a ,
D sin kyaeti(@=7) T >a

wobei D eine Normierungskonstante ist. Es gibt nur eine ungerade Losung, wenn
Koa > 7; Im allgemeinen gibt es n, ungerade Losungen, wenn (n, — 1/2)7 < Koa <
(ny + 1/2)m. Die ersten zwei ungeraden Losungen sehen so aus:

Zusammenfassend: Fiir —Vy < E < 0 ist das H-Spektrum diskret. Die Energie-Eigenwerte
sind

R2k?
2m

i=1,,n,
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mit n = n, + ng die Zahl der gebunden Zustanden. Aus dem Vorherigen folgt, dass n
die ganze Zahl ist, wofiir gilt, dass (n — 1)(7/2) < Koa < n(m/2). Ist i gerade, so gilt
i(r) = ¥;(—x) ein gerader Zustand; ist ¢ ungerade, so ist ¥;(x) = —1;(—x) ein ungerader
Zustand.

Bemerkungen:

e Die Zusténde |¢;) sind normierbare, stationdre Zustande und Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen von beliebigen Observablen sind zeitunabhéngig in dem Zustand |[1);).

e Die Zusténde [¢);) sind “gebunden”. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei |z| > a
zu finden — 0 wenn |z| — oo. Aber im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist die
Wabhrscheinlichkeit, das Teilchen bei |z| > a zu finden nicht null.

o Wenn Vy — oo, dann k; — & B, + Vy — 2 (Z)i%. Bei gleichbleibendem Index
1 wird die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen aulerhalb des Potentialtopfes zu finden,
beliebig klein wenn V) — oo.

6.6 Teilchen im Kasten

Als zweites Beispiel betrachten wir nun das stiickweise konstante Potential

Vo200 < —a
V(z) = 0 —a<z<a
Vo >0 x>a

v

X

Es gibt zwei Methoden, um das Spektrum des Hamilton-Operators H = p? /2m + V(z) zu
bestimmen:

1. Man bemerkt, dass das Potential V' (x) im Vergleich zum im vorigen Abschnitt beschrie-
benen Potential um Vj verschoben ist. Daher iibernimmt man die Ergebnisse vom
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Potentialtopf fiir £ < 0, verschiebt aber alle Energie-Eigenwerte um V4. Das Ergebnis
ist
E=Ee"T v,

wobei EZP T die Energie-Eigenwerte des Potentialtopfes sind. Fiir den Potentialtopf
fanden wir, dass

h? 2
E?T:—%+——(£>f,i:LZ&”q
2m \2a

mit Vy — oo. Hieraus folgt, dass die Energie-Eigenwerte fiir das Teilchen im Kasten
von der Gleichung

h? 2

12:——(1)¢% i=1,2,3,...

2m \2a

gegeben werden.

. Im Limes Vj — oo muss gelten, dass ¢)(x) = 0 fiir x < —a und = > a. = Energie-
Eigenwert Gleichung wird

¢// — _k2w mit k = 2?:12E
P(da) =0

Losung:

1
(x) = —=cosk;x  gerade

Va

1
Y(r) = —=sink;x  ungerade

va

Aus 1(xa) = 0 folgt dann, dass

k=m0 i=1,2,3,-
B, = 122

2m’

Es gilt: Ist i ungerade, so gilt ¥;(x) = 1;(—x); ist @ gerade, ist ;(z) = —¢;(—x).
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Skript zur 9. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 16. Mai, 2011.

6.7 Delta-Funktion Potentialbarriere

Betrachten wir nun eine (negative) -Funktion Potentialbarriere mit dem Potential
V(z) = —ved(z — a).

\Y

0 a X

Es gibt zwei Losungsmethoden um die stationdren Zustande mit £ > 0 zu finden.

1. Wir ersetzen V(x) durch eine Darstellung der J-Funktion,

v fiip | —
Vn(a;):{ 0 fiir [z —a| <,

0 fir x — al > n.

Das Potential V, () beschreibt einen Potentialtopf. Die Energie-Eigenzusténde fiir
dieses Potential haben wir schon berechnet. Zu jedem Eigenwert E = h?k*/2m > 0
gibt es zwei linear abhangigen Losungen. Fiir a = 0 sind diese Losungen:

1 (eh® — re= k) fiir x < —,
Yir(z) = E x { tetke furz >n.
1 te~ike fir x < —n,
Vi (r) = E x { (e7tke —pe®) fiir @ >n.
wobei
R —i(k* — K?)sin(2K7n) o~ 2ikn
2k K cos(2Kn) —i(k? + K?2)sin(2K7n) ’
b= 2kK —2ikn

2k K cos(2Kn) —i(k? + K?)sin(2K7n) ’
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und

K- k2 2va.
nh?
Im Limes n | 0 findet man dann:
imug /h? ; k
r=—, t=—=.
k — imuvy/h?’ k — imug/h?

Erlauterung: Im Limes 7 | 0 gilt, dass K — oo aber K — 0. Daher gilt, dass sin(2Kn) —
2Kn und K sin(2Kn) — 2K2n — 2muy/h2.

Fiir allgemeine a findet man die Losungen dadurch, dass man die obenstehende Losungen
fiir z = 0 um a verschiebt.

. Direkte Methode: Die Anschlussbedingungen fiir ein -Funktion Potential sind:

d d 2
() stetig fiir x = a, l;gll % — 1;1121 d_li - 7;;;}0

¥(a).

Erlauterung: Aus der Schrodingergleichung

folgt, nach Integration von x = a —n bis z = a+n, mit n | 0:

2 a a —
_2% <d¢(d;n) B dd)(dm n)) Cwbla) = O,

woraus man schliess, dass

dpla—mn) _ dpla+n)  2mu
e e oL O

Die allgemeine Losung fiir die Energieeigenzusténde fiir < a und z > a lautet:
x<0: v(x) = (Aeik(cc—a) + Be—ik(z—a))

(Cveik(zr—a) + De—ik(z—a)) ’



wobei k = y/2mFE /h?. Die Anschlussbedingungen fithren zu zwei Gleichungen fiir die
vier Koeffizienten A, B, C' und D,

2muyg

A+B=C+D, @k(A—B):ik(O—D)+7(A+B)

Vier Unbekannte, zwei Gleichungen: Damit ist der Energieeigenwert E zweifach en-
tartet. Man wahlt linear unabhangige Figenzustange als

Yrp: mitA=1D =0, Ypr : MitA=0D =1,

Dann, fiir ¢g:

: 2
B 1muyg C—1y h°k
h2k — imuy h2k — imuy
1 ikx
Einfallende Welle — € _—
2n +
1 —ikx 1 ikx LI'Ik R
Reflektierte Welle— ® < . ——_1"" Durchgehende Welle
2n | 2mn
! a X
1 e —ikx
~— Einfallende Welle
Van m +
1 —ikx 1 ikx kL
Durchgehende Wi e . 5 ———T® " Reflektierte Welle
2n | 2n
! a X

Bemerkungen: (1) Die Ergebnisse gelten auch fiir negativen vy, d.h., fiir eine positive
Potentialbarriere. (2) Fiir ¢y, findet man: B = ¢, C' = r. Im Grenziibergang vy — +00
wird » — —1 und ¢ — 0, es findet also keine Transmission statt bei unendlich tiefer
bzw. hoher Potentialbarriere.
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7 Harmonischer Oszillator

7.1 Formulierung des Eigenwertproblems

Der eindimensionale harmonische Oszillator wird durch den Hamilton-Operator

beschrieben, wobei p = hk und w die Frequenz des Oszillators ist. Es ist vorteilhaft, zu
dimensionslosen Koordinaten

JUN ) h
r=— mit xg =1/ —
X mw
zu wechseln. Dann gilt auch, dass
o dk
k=—1— = —L—,v =
dx Todr  xg

Die dimensionslose Zustandsfunktion 1& wird dann durch

¥ (7) = VoY (x)

gegeben. Diese Funktion ist normiert in Bezug auf die dimensionlosen Koordinaten z,

(91.0) = [ d50,@0(@) = [ dwvr(a)un(o) = (n.v0).

Mit Hilfe des Kommutators . a4
[z, k] = 2k — kz =il

wird der Hamilton-Operator nun als

~ 22 ~ 1
H:@(k +:i2> = hw {5

geschriebe, wobei
1 /-~ 2 R 2
=5 (3 —ik) (& +ik).
Es miissen nun die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Operators n gefunden werden.
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7.2 Wichtigste Ergebnisse

Wir stellen zuerst die Ergebnisse vor, und werden dann die Herleitung besprechen.
1. Die Eigenwerte des Operators n sind die ganzen Zahlen n = 0,1,2,....
2. Die Eigenwerte sind nicht entartet.

3. Die zugehorenden Eigenfunktionen sind

=

~ —~ _ 1 —~ d n 7l52
On(3) =7 —ﬂ_n'(x_%) =

In der Mathematik definiert man die “Hermite-Polynome” H,, durch
y2 d " 1,2
H, =e2 - — —2Y
(y) =e (y dy) e

Damit schreibt man
1 1~2

mHn(f)e_ﬁx :

Wenn wir diese Ergebnisse nun in den ursprunglichen Koordinaten darstellen, finden wir:

PN

Jn(i) =T

1. Die Energieeigenwerte des eindimensionalen harmonischen Oszillators sind Aw (n + %),
2. Die Energieeigenwerte sind nicht entartet,

3. Die Eigenzustande sind

Un(z) = 2 %7T_

NI

1 T\ %
H,|— |e *0.
V2nn! (lﬂo)
In der Dirac Notation werden die Eigenkets iiblicherweise durch Kets |n) dargestellt.

Da die Eigenwerte des Operators n nicht entartet sind, bilden die Kets |n) eine Basis
fiir den Hilbertraum H.
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lIJ[]ﬁ- lIJ[]ﬁ-
] n=1
oa4f osf
o.zf ozf/
. L L .
—4 -2 -4 -2 2 4
—oa2f —ojzf X
—o4af Joaf
—-oslb -0k
qJUﬁ— lIJ 0sr
n=2 n=3
s
o4l o4l
| oozb oz
L
4 -2 2 & -4 -z z 3
“ozf X : —ozf\ S X
—o4f . S —o4f
—osl —ask
unﬁ— qu.s-
n=4 n=>5
04+ % 04+
o2 ozf/
L
_ 3 3 2 i =3 ~+2 . 4
Lozl ! X Logl \ X
T _oal —o4f
—osk —asl

7.3 Eigenschaften des Grundzustandes

Im Grundzustand |0) ist die Energie des harmonischen Operators nicht null:
EO == —hw

Diese Nullpunktsenergie ist die kleinste Energie, die mit der Heisenbergschen Unschéarferelation
vereinbar ist.
Beweis: Aus AxAp > % und (aus Symmetriegriinden) = = 0,p = 0 folgt:

22p2 > oder x2> —

. h2 o h2

N
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Damit ergibt sich

2 2 32
ol p—+1mwm2>p +mw h 1 / hAmw

2m = 2 2m 2 4p 2m 2/

Der erste Term ist nicht-negativ; er ist null bei p2 = mhw/2. Hieraus ergibt sich dann die Aus-
sage, dass die Nullpunktsenergie Fy = hw/2 die kleinste Energie ist, die mit der Heisenbergschen
Unschérferelation vereinbar ist, und dass p? = mhw/2 im Grundzustand.

2

Die Zustandsfunktion des Grundzustandes ist (in dimensionslosen Koordinaten):

~ =2

b@) =mieE
Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte des dimensionslosen Ortes Z durch

~ 52

p(z) = ﬁe
gegeben: Eine GauBverteilung. Die Wahrscheinlichkeitsdichte des Ortes z ist dann

1 27,2
_ —x /mo'
p(z) P

Der Erwartungswert und die Abweichung sind

_ Zo h
—0 Ap= 2o _
z=0, Az V2 2mw
p p
<> <>
Ax X Ap P

Die Fourier-Transformierte Zustandsfunktion ist



Hieraus folgt, dass

und, mit p = hl;:/xo,

o 7p2$g/hz

p(p) = me

Auch der Impuls hat eine Gauflverteilung im Grundzustand. Erwartungswert und Abwei-

chung sind
h
p P=7 V5

Im Grundzustand gilt deshalb, dass

h
AxAp = 5

Dies ist die minimale Unschérfe in Bezug auf die Heisenbergsche Unschérferelation.

7.4 Mathematische Hintergrunde

Wir 16sen nun das Eigenwertproblem fiir den Operator

1 . .
ﬁ:§<£—ik> (x+m>

wobei k = —id/dz. Es wird bewiesen:
1. Die Zahlen n =0, 1,2, ... treten als Eigenwerte des Operators n auf;
2. Diese Eigenwerte sind nicht entartet;

3. Die Eigenfunktionen sind
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In dieser Losung brauchen wir einen weiteren Operator,

1 ~
d:—(:%+z‘k>,
2

und seinen hermitesch konjugierten

dT:%<A—il%).

Mit Hilfe dieser Operatoren kann der Operator 7 als 7 = a'a geschrieben werden.

Die Behauptungen 1-—3 werden nun in drei Schritten bewiesen:

()

Es wird gezeigt, dass wenn n ein Eigenwert des Operators 7 und E,(z) die zugehorige
Eigenfunktion ist, dann n > 0; Es gilt n = 0 nur wenn aEy(xz) = 0. Diese Differen-
tialgleichung hat nur eine Losung (bis auf Multiplikation mit einer komplexen Zahl),
woraus man schliesst das n = 0 ein nicht-entarteter Eigenwert des Operators n ist.

Wenn n ein Eigenwert des Operators 1 und E,,(z) die zugehorige normierte Eigenfunk-

tion ist, dann ist
1
Eni(z) = a'E,(x
+1( ) \/n—_’_1 ( )

eine normierte Eigenfunktion zum Eigenwert n+ 1. Da n = 0 ein Eigenwert ist, ergibt
sich, dass alle ganzen Zahlen n = 0,1, 2, ... Eigenwerte des Operators n sind, und dass
die Eigenfunktionen rekursiv gefunden werden konnen.

Wenn n # 0 ein Eigenwert des Operators 7 ist und FE,(x) die zugehorige normierte
Eigenfunktion, dann ist

En_l(QT) =

eine normierte Eigenfunktion des Operators n zum Eigenwert n — 1. Hieraus folgt
erstens, dass nur ganze Zahlen Eigenwerte des Operators n sein konnen: Wenn ein
Eigenwert n nicht ganzzahlig ware, konnte man mit dieser Relation durch wiederholte
Anwendung des Operators a eine Eigenfunktion zu einem negativen Eigenwert erzeu-
gen. Es folgt auch, dass alle Eigenwerte n = 0,1,2,... nicht entartet sind: Wenn
es zwei linear unabhangige Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert n > 0 gédbe, so
kann man durch wiederholte Anwendung der oben genannten Relation zwei linear un-
abhangige Eigenfunktionen zum Eigenwert n = 0 erzeugen, was ein Widerspruch zur
Behauptung (a) ist.
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Nun folgen die Beweise der einzelnen Schritte:

(a)

Sei n ein Eigenwert des Operators n und E, (x) die zugehorige normierte Eigenfunktion, dann
n = (BuyiBy) = (En, 'k, ) = (@B, aBy) = B > 0.

Gleichheit tritt nur dann auf, wenn aF, = 0. Explizit sieht die Gleichung aFy = 0 so aus:
_ dEy(z)
de

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung. Aus der allgemeinen Theorie der Differen-
tialgleichungen folgt, dass sie nur eine Losung hat (bis auf Multiplikation mit einer komplexen
Zahl). Diese Losung ist

xEy(x) =

1
EO(.CU) = me /2.

Sie ist normiert. Somit folgt die erste Behauptung.

Aus [, k] = il folgt, dass

und deshalb

Hieraus folgt, dass

Normierung;:

Al Al 1
a a N
<\/n+1En’ \/n+1En> - 1 (EmaaTEn
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(¢) Der Kommutator

[,a) = alaa — aa'a = —a
Hieraus folgt, dass
1 1
i (aEn> = —nak,
n n
= (@ —a)E
= —(an —a
vn "

Normierung;:

1 1 1 At 1 A
<\/ﬁaEn, \/ﬁaEn> = E (En,aTaEn> = E (En,nEn) =1.

7.5 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Kehren wir nun zum ursprunglichen Problem zuriick, in dem x und p nicht dimensionslos
sind. Dann geht aus dem Vorhergehenden hervor, dass die Operatoren

1 . 2 1 .
a=—(z+ik) = & +irgk
\/5( ) $0\/§< 0 )
und
A I . 2 1 . . 97
a' = —(z —ik) (T —ixgk)

N $0\/§

die Energie des Oszillators um einen Quant verringern bzw. vermehren,
aln) = v/nln — 1) a'ln) = vn + 1n +1).

Aus diesem Grund werden diese Operatoren “Vernichtungs-” bzw. “Erzeugungsoperatoren”
genannt.
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Skript zur 10. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 20. Mai, 2011.

7.6 Anwendung

Kernschwingungen in einem zweiatomigen Molekiil.

V(r)

r r : Abstand der Kerne

Fiir Schwingungen kleiner Amplitude:

1
Vir)=-Vo+ imwQ(r —1p)?

fiir reduzierte Masse m mit + = - + L
m mi mo

e Mogliche Energien der Schwingungszustande:

1
E, = (n~|—§>ﬁw—vo n=01,2,--

2mw
durch das Potential eines harmonischen Oszillators zu ersetzen, ist nur giiltig, wenn

Ar < T’o.)

Grundzustand: Ey = —Vj + %hw, Unschirfe Ar = /5" (Unsere Niherung, V(r)

Experimentell kann man fw spektroskopisch bestimmen: Ubergénge zwischen den
Schwingungszusténden finden mit Absorption/Emission eines Photons mit Energie Aw
statt (fiir heteropolare Molekiile), oder mit Absorption und Reemission zweier Photo-
nen mit Energiedifferenz fiw (“Raman-Streuung”). Typische Schwingungsfrequenzen:
w ~ 10" Hz (infrarot).
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7.7 Koharente Zustande

Vergleichen wir nun den quantenmechanischen harmonischen Oszillator mit dem klassischen
harmonischen Oszillator. Der klassiche harmonischer Oszillator wird durch die Hamilton-

funktion S
H = Zp_m + Emwsz
beschrieben. Die Hamilton-Jacobi Gleichungen fiir x und p sind dann
Y 2
T=—, p=-—mwux.
m

Die allgemeine Losung dieser Gleichungen ist (mit z einer komplexen Zahl):

=/ ;—Z Re {ze ™'}, p=v2hmwlm {ze™'}.

In dieser Notation findet man, dass H = hw|z|>. In dimensionlosen Variablen wird diese
Losung als

7= V2 Re {ze_w} , k= % =+/2Im {ze‘iwt}
Zo
oder ]
a(t) = —=(&(t) + ik(t)) = ze ™
(t) \/5( () + ik(t))
dargestellt.

Die stationédren Zustinde |n), die Eigenzusténde des quantenmechanischen Hamilton-Operators
sind, haben nicht die Eigenschaften des klassischen harmonischen Oszillators: In den sta-
tiondren Zustdnden |n) sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen vom Ort 2 und Impuls p
zeitunabhangig, wahrend = und p beim klassichen harmonischen Oszillator zeitabhéngig sind.
Spezifischer: in den stationéren Zusténden |n) findet man

z=0, p=0,
wahrend x und p nicht null und zeitabhangig sind.

Wir haben schon gesehen, dass = 0 und p = 0 fiir den Grundzustand. Dass & = 0 und p = 0 fiir
beliebige |n) gilt, kann man beweisen, indem man die Operatoren & und p durch die Vernichtungs-
und Erzeugungsoperatoren ¢ und a' ausdriickt,

i) h

P="(a+al), p= a—al).
ﬂ( +a'), p ixoﬁ( )
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(nlaln) = Vn{njn—1)=0
und
(nlafln) = Vn+1njn+1)=0

folgt, dass
z = (n|zn) =0 und p= (n|p|n) =0.

Die Energieeigenzustinde |n) stellen deshalb nicht die Oszillationsbewegung des klassis-
chen harmonischen Osrzillators dar. Wir wollen jetzt Zustande konstruieren, fiir die die
Erwartungswerte z und p die klassischen Schwingungen zeigen, und fiir die die Unscharfe in
x und p minimal ist. Solche Zustande werden kohérente Zustande genannt. Um die Diskus-
sion zu vereinfachen, werden wir die dimensionslosen Koordinaten = und k benutzen, anstatt
2 und p.

In einem Zustand mit Z # 0 und k # 0 muss auch

a:%(§+i2> £ 0.

Ein kohérenter Zustand |z) ist definiert als ein normierter Zustand mit

~

a=(z|2]z) =2z und afa = (z]atalz) = |2

Ein solcher Zustand entspricht maximal den Anforderungen eines klassischen Teilchens, da
fiir ein klassisches Teilchen = und k reelle Zahlen sind, nicht Operatoren, so dass

1 /.~ o
az—( —|—i/<:) “=7> und a'a =

V2

Die koharenten Zustande haben folgende Eigenschaften:

%2 + kQ “_» |Z’2.

e Die Observablen 7 und & haben den Erwartungswert

7 =1V2Rez(t), k= 2Im 2(t).
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Beweis: Es gilt

und ahnlich fir Z

S

e |2) ist ein a-Eigenzustand, mit Eigenwert z, d.h. a|z) = 22.

Beweis: Berechne das Skalarprodukt von (@ — z) |2) mit sich selbst:

2 *

— 2z — 22" + |2

Hieraus ergibt sich, dass (@ — z) |z) = 0.

e Man kann die koharenten Zustande in der Basis der Energieeigenzustande entwickeln:

Beweis: Man findet, dass
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e Normierung der kohédrenten Zustande:

In)
n/=0 n=0 n-n:

e Zeitabhangigkeit der koharenten Zustande:
’Z(t» — efiwt/Q‘Zefiwt>.

Da der Operator a in dem kohdrenten Zustand den Erwartungswert z hat, sind die
Erwartungswerte vom Ort x und Impuls p die gleichen wie in der klassischen Theorie.
Konkret:

Z(t) = V2Re z(t) = V2Re ze ™!, k(t) = v2Im 2(t) = v/2Im ze ™",
Dies sind die gleichen Oszillationen wie fiir den klassischen Oszillator.
Beweis: Fiir Energie-Eigenzusténde gilt, dass
In(t)) = e~ Ent/ ) = oiwt/2=iwnt )
Damit findet man

|z

2 oo g
=Y e
=0 vn!

—iwt/2—iwnt ’n>

2(t)) = e

—iwt\n
» 2 O (ye—w
e zwt/Qe N § :( )

)

n=0
e—iwt/? Ve—z’wt) ]
e In den kohédrenten Zustédnden |z) sind die Streuungen des Ortes x und des Impulses p minimal,

d.h., entsprechen denen im Grundzustand |0).

Beweis: Ubung.
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Skript zur 11. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 23. Mai, 2011.

8 Doppelmulde

Um ein paar weitere interessante quantenmechanische Phenomane zu erklaren betrachten
wir nun das Potential einer “Doppelmulde”,

V(z) = 00 z < 0oderxz>1L
| —ved(x —a) O<z<L

(Das Potential ist wie fiir ein Teilchen in einem Kasten der Grée L, aber mit einer (nega-
tiven) o-Funktion Barriere.)

Die allgemeinen Losungen fiir Energieeigenzustinde zum Energie-Eigenwert E = h2k?/2m
sind

O<z<a: Y(zr)=Asinkx
a<z<L: (x)=DBsink(x—L).

Die Anschlussbedingungen bei z = a sind:

2
7;;21}0 Asin ka.

Asinka = Bsink(a — L), Akcoska = Bkcosk(a— L)+

Nichttriviale Losungen fiir A und B bestehen nur, wenn

sin ka sink(L — a) B
det ( kcoska — 22 sinka —kcosk(L — a) ) =0

2mug
h2k

sinkasink(L —a) 4+ sinkL = 0.
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In der letzten Zeile wurde die Identitaet sinacos 8 + sin fcosa = sin(a + ) verwendet.
Wir betrachten zuerst die Grenziibergange von vy klein und vy grof3: Ist vy klein, so werden
die Energieeigenwerte von der Gleichung sin kL = 0 bestimmt. Dies ist dieselbe Gleichung
wie fiir ein Teilchen im Kasten ohne d-Funktion Barriere. Ist vy dagegen grof}, so sind die
Energieeigenwerte von den Gleichungen sinka = 0 und sink(L — a) = 0 bestimmt: Wie
fiir zwei Kéasten der Breite a und L — a. Wir wollen diesen zweiten Grenzfall nun naher
betrachten.

Aus der Gleichung

A sink(L —a)

B sin ka
schlieBt man: Wenn der Energieeigenwert aus der Gleichung sin ka = 0 fefunden wird, so
verschwindet B. Das Teilchen befindet sich dann im Bereich 0 < x < a, also auf der linken
Seite der Barriere. Wenn der Energieeigenwert aus der Gleichung sin k(L — a) = 0 gefunden
wird, so verschwindet A. Dann befindet sich das Teilchen im Bereich a < » < L, auf der

rechten Seite.

Ein sehr interessanter Fall tritt auf, wenn a so gewahlt wird, dass beide Gleichungen sin ka =
0 und sin k(L — a) = 0 zur gleichen Zeit erfiillt sind. Um diese Situation zu untersuchen,
beschranken wir uns auf den niedrigster Energie-Eigenwert mit dem Teilchen im Bereich

0<z<a,
h? /72
£~ 5 ()
(@) 2m \a
und auf den niedrigsten Energie-Eigenwert mit dem Teilchen im Bereich a < x < L,

n?  \’
B = 5 (770)

Im Limes vy — oo sieht die a-Abhéngigkeit dieser beiden Energie-Eigenwerte so aus:
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Wenn das d-Potential vy grof3, aber nicht — oco: Dann wird die Entartung von Fig und FEqp,

bei a = é wird aufgehoben. Schematisch sieht dies so aus:
\/ F
1R
Rt
2m\ L
LS <ﬂ ’
2mi\L

0 L a

Fir @ = L/2 sind die Zustdnde nicht mehr in einem der beiden Teilbereiche lokalisiert,
sondern sie sind symmetrische oder antisymmetrische Linearkombinationen der lokalisierten
Zustande. Man kann dies so begriinden:

1. Durch explizite Berechnung der Koeffizienten A und B fir a = % (gerade unter
x— L—x: A= —B, ungerade unter z — L —z: A= B)

2. Fir a = L/2 ist der Hamilton-Operator spiegelsymmetrisch um = = a. = Eigen-
zusténde sind gerade/ungerade unter x — L — x.

Die ungeraden Zustdnde haben ¢(x) = 0 fir z = a. = Sie werden nicht vom ¢-
Potential beeinflusst und haben die gleiche Energie wie im Fall vy = 0.

Die geraden Zusténde haben ¢(z) # 0 fiir x = a. Thre Energie ist gedndert im Vergleich
zum Fall vg =0

Wir wollen nun die beiden Energie-Eigenwerte I genauer ausrechnen in der Nahe vom
Entartungspunkt a = L/2 und die Koeffizienten A, B der Eigenzustiande bestimmen, im Fall
dass die Transparenz der Potentialbarriere klein ist (d.h. dass vg grof ist). Hierzu schreiben
wir die Ansschlussbedingungen als (wir multiplizieren die zweite Zeile des Gleichungssystems

mit —h?/2muy):
sin ka sink(L — a) AN
sinka — 25 coska 2ok cos k(L — a) B )

2mug 2mug

Fiir eine 0-Barriere fanden wir fiir die Transmissionsamplitude ¢(k):

h%k

fk) = -
() h2k — imuy’
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so dass, fiir vy gross,

Die Anschlussbedingungen werden nun:

sin ka sink(L — a) AN 0
sinka — ™® coska ™ cosk(L — a) B )

2 T2
Wir entwickeln um den Entartungspunkt, £ = Ey + 6 FE, wobei
h? (27‘[‘)2
Ey=—1|—
2m \ L

der Energie-Eigenwert am Entartungspunkt a = L/2 im Limes vy — oo ist. Wir beniitzen

2r  dk
k = —+ —0F
L " aE
2 . oF
L
wobei
dE 2rh
V= —— e
hdk|,_2=  mL
L
die Geschwindigkeit ist, und schreiben
L
a=g + da.
Fiir die Anschlussbedingungen findet man dann, zu erster Ordnung in 6 F, da und 7 = 7(k =
2Ty .
T):

2 L 2hv 2
Diese Gleichung kann nun in der Form einer Energie-Eigenwert-Gleichung geschrieben wer-
den, in der die Matrix ein “effektiver Hamilton-Operator” wird. In diesem Schritt sub-
trahieren wir zunaechst die zweite Zeile von der ersten und vertauschen dann die beiden
Zeilen. Ausserdem multiplizieren wir mit 2—]’3”:

4rhvda htv htv
—dnhwda 4 by _hry > ( A ) ( A )
IZI L — 0E
htv 4rhvda htv
( T Tzt B B
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Die Energie-Eigenwerte sind nun:

htv drhwéa\ > hro\ 2
m_T#( i) ()

Teilchen rechts

Teilchen links

e symmetrischer ZustandA=—E
’ antisymmetrischer Zustand
A=

A

Teilchen rechts Teilchen links

Man betrachtet
- __4mhvda + hrv __hrv
— L? L L
H = ( __htv dmhvda n hrv )
L L2 L

als Hamilton-Operator in einem zweidimensionalen Hilbertraum, in dem nur Zustinde |L)
und | R), mit Teilchen links/rechts der Barriere, beriicksichtigt werden. Der effektive Hamilton-

Operator H stellt sich dann aus drei Beitragen zusammen:

1. Energie der Zusténde |L) und |R) mit undurchléssiger Barriere
drhvda  RB* | /w2 om\ >
0B, = ——rpe o [(5) - (F
g L? 2m [ a ( L >
N (2 2
L—a L '

2. Energieverschiebung der Zustidnde |L) und |R) durch “Tunneln” durch die Potential-
barriere

?

drhvda N h?

2 om

SEp —

h
(SEL = 5ER - +%U

3. Kopplung der Zustdnde |L) und |R) durch die Potentialbarriere. Die Kopplung fithrt
dazu, dass die Entartung bei a = % aufgehoben wird.

Auch wenn das Problem der Doppelmulde, in der Form wie es hier behandelt wird, sehr
akademisch ist, gelten die qualitativen Beobachtungen allgemein:
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e Eine Kopplung zwischen entarteten quantenmechanischen Zustanden hebt die Entar-
tung auf, auch wenn diese Kopplung nur schwach ist.

e Die Energie-Eigenwerte und die stationaren Zustanden konnen in der Nahe des Entar-
tungspunktes durch das Diagonalisieren einer d-dimensionalen Matrix gefunden wer-
den, wobei d die Zahl der entarteten Zustanden ist.
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Dieser Abschnitt wurde nicht in einer Vorlesung besprochen und ist kein Priifungsgegenstand.

9 Quasiklassische Naherung

Laut Korrespondenzprinzip soll die Quantenmechanik im klassischen Limes (Wellenldnge A
klein) mit der klassischen Mechanik iibereinstimmen. Dies wird besonders deutlich in der
von Wentzel, Kramers und Brillouin (1926) eingefiithrte Naherung fiir Wellenfunktionen in
einem beliebigen Potential in einer Dimension (auch “Quasiklassische Naherung” genannt).

1. Idee: Die Schrodinger Gleichung

[_ﬁ_Qd_Q + U(x)} Y(x) = By()

2m dx?

hat die Losung

$(@) = C exp (ihp) p=/2m(E-T)

wenn U(xz) = U konstant.

Man “hofft” nun, dass eine ahnliche Losung, mit einem Ortsabhangigen Impuls

p(z) = /2m (E - U(x))

auch gilt, wenn U von x abhangt, falls die Ortsabhangigkeit “langsam genug” ist. Dies
wiirde mit der klassischen Mechanik iibereinstimmen, in der der Impuls eines Teilchens
ortsabhangig ist.

2. Formale Anwendung dieser Idee:

Ansatz: ¥(z) = eiW@ . Da 1(z) der Schrédinger Gleichung gengt, finden wir:
(W')? —ihW" — 2m (E — U(z)) = 0.

Wir entwickeln W als Potenzreihe in A:

W(x) = Wy(z) + ?Wl(a:) + (?)QWQ(@ +...



und 16sen die Gleichung fiir W fiir jede Ordnung in A separat.
0. Ordnung: (W})?> —2m (E — U(z)) = 0;
1. Ordnung: 2WyW| + W[ = 0, usw.

Um die Koeffizienten Wy und W; zu bestimmen reichen diese zwei Gleichungen aus.
Die Losung ist:

W _{ + [*\/2m(E —U(x))da', E>U(x),
T £ [TV2m (U(z) — E)de!, E < Ul(x).

Der Anfangspunkt der Integrale kann frei gewahlt werden.

e Fiir den Fall E > U(z) haben wir p(z) = \/2m (E — U(z)). Damit gilt dann,
dass

Wy = :i:/pdx.

Der Koeffizient 0. Ordnung W, spielt eine Rolle in der klassischen Mechanik: Die
Gleichungen fiir Wy,

1
sind formal identisch zur Hamilton-Jacobi Gleichung. Damit ist
S:/pda:—Et:WO—Et

die klassische Wirkung.
Aus der Gleichung fiir den Koeffizient der 1. Ordnung finden wir:

1 WY 1
Wi = —§W%:—§(1HW6),

woraus folgt, dass
1 , 1
Wy = —3 In W, + const. = ~3 In p(z) + const.
Damit ergibt sich das Endergebnis:

Y(z) = i@:) exp (% /xp(:v/)dm’) + i@) exp (—%/zp(w’)dw’)

wobei ', Cy beliebige Konstanten sind.
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e Fiir den Fall £ < U(z) schreiben wir

K(r) = \/2m(U§;) - B)

Damit ergibt sich:
A1 (/x / /) A2 ( /x / /)
= ———eX K(x')dx' | + ——===exp | — K(x')dx" |,
(e ) P (z') IR (')
mit Ay, Ay beliebigen Konstanten.

3. In dieser Naherung haben wir AW” im Vergleich zu W' vernachlissigt. Da W ~ W,
ist diese Naherung daher gerechtfertigt, wenn |AW]/| < |[W(|?, d.h. wenn

" !
- )
WO

P <1
Aus |[Wj| = p(x) folgt dann, dass die Naherung gerechtfertigt ist, wenn

(Wg)?

i / — i/ <<1
p(z)) | |27
d.h. wenn p
—Azr) < 1

dx
Die Wellenldnge A darf sich nur wenig dndern als Funktion des Ortes z. [Fir (E < U)
muss man die Wellenlénge A durch die charakteristische Lange £(z) = 1/K (z) erset-
zen.|

4. Quasiklassische Interpretation vom Faktor 1/,/p (fiir den Fall £ > U):

Die Zeit dt, die das Teilchen im Intervall dx verbringt o< 1/p. Daraus ergibt sich, dass
die Dichte oder die Wahrscheinlichkeit |1|* oc 1/p.

U U

~—

~—

dx X a X



5. Betrachten wir nun die Situation, dass das Potential U(z) < F firz < aund U(z) > F
flir x > a. Wir betrachten nun die Giiltigkeit der WKB Losungen fiir x < a und x > a
getrennt.

Region I: “klassisch erlaubt”. Die WKB Néherung ist giiltig, wenn E — U(x) grof§
genug.

Region II: “klassisch verboten”. Die WKB giiltig, wenn U(z) — E grof} genug.

In der Nahe von dem “klassischen Umkehrpunkt” =z = a, gilt

h
\ =
Vsm (E —U(z))
Die WKB Néherung ist daher nicht giiltig in der Nahe von dem klassischen Umkehrpunkt.

— OO0 wenn r — a.

Frage: in Region I gilt:

W = izx) exp (—% / ' p(x')dx') + jzx) exp (% / ' p(x')dx') .

In Region II gilt:

A

b= e < / ' K(x')da:’) + \/EAT?*(:C)exp <— / ' K(:c’)dx’) |

Gibt es eine Beziehung zwischen den Koeffizienten C, Csy, Ay, As?

Ol = €_i7r/4 (% + ZAQ) s CQ = €i7r/4 <% — ZAQ) .

Antwort:




Im umgekehrten Fall (wobei U(z) < E fir x > a und U(z) > E fiir x, a), gilt in Region
I (klassisch erlaubt):

Y(x) = \/;T;(x)exp ( / aK(ﬂ)dx’) + \/;TL(@exp (— / aK(ﬂ)dx’)

und in Region II (klassisch verboten):

W(z) = ](jzx) exp (-% / ' p(x’)dx') + ia) exp (% / ' p(m’)dm')

Nun sind die Anschlussbedingungen:
—im A i A
01264 (71+ZA2), 02:€4<71—iA2).

Wir beweisen die Anschlussbedingungen nun fiir den ersten Fall (U’(a) > 0). Man braucht
eine exakte Losung der Schrodinger Gleichung in der Nahe von « = a, da die WKB Naherung
dort nicht gilt. Um a herum kann man U(z) in (x — a) entwickeln:

Uz) ~U(a) +U'(a)(z —a) +...
Es gilt U(a) = E. Dann

h? d?
[ 2m dx?

U ) - a)] b(z) = 0.

Diese Gleichung ist als “Airy Gleichung” bekannt und die zwei linear unabhéngigen Losungen
werden durch die Airy-Funktionen
1
U'(a)2m) 3
(z —a) (((;3 m) ]

o (Z2)})

gegeben. Das asymptotische Verhalten der Airy Funktionen fiir grossen Werten des Argu-
ments ist in der mathematischen Literatur bekannt:
o (1)

o ()

Ai

Ai(y) ~ , Bi(y) ~ ,
2y vy
sin (—%y% + %) cos (%y% + %)
Ai(—y) ~ T ) Bi(—y) ~N T — 1
VY VTys



fir y — oo. Die allgemeine Losung fiir x &~ a ist nun
1
7w (2mU’(a)\®
V@) = \/; ( h2 >
1 1
) 2mU’(a)\ 3 2mU’(a)\ 3
X {BlAI (x —a) (h?> (r —a) <h2 ,

wobei B; und Bs beliebige Koeflizienten sind. Einsetzen des asymptotischen Verhaltens der
Airy Funktionen fiir x > a und = < a gibt dann:

+ B3Bi

[SN][ )
—
8
s
~
wlw
W= 7N
]
S
—~
S)
N
N—
N
S~—

Wfﬁ) = K2

e>a 1 (2mU'(a) iy P (_
2 =Y 9 ~B;
N 2

ST,
—
sy
[\
|
S
oy
¢)
>
ko]
N
oo
—
IS
2
[SIY)
~~
N
3
Y
=
~—
(V]
+
w3
N~

oy = (YL

Vergleichen wir dies nun mit der WKB Losung fiir > a, dann finden wir:

K(z) = \/ 2mU'(C;)2(“"” —a) / " K (2')da! = % (- a) ng(“)

1
= Al = BQ, Ag = iBl.

Nl

Vergleichen wir die Asymptotik der Airy-Funktion-Lésung um z = a herum mit der WKB
Losung fiir x < aj dann finden wir:

1 [ ) 9 y
o) = VET@ G = g [ = =F ey
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Hieraus gehen die WKB-Anschlussbedingungen direkt hervor.

Beispiel: Tunneln durch eine Potentialbarriere. Drei Regionen werden unterschieden:
x < a (Region I), a < x < b (Region II, klassisch verboten: “unter der Potentialbar-
riere”), x > b (Region III). Wir suchen eine Losung der Schrédinger Gleichung, wobei
das Teilchen von links (negativem z) kommt. Die zugehorige allgemeine Losung ist

U
n —

out .

-
a ‘b X

L oyz) = L ifoeana T ek Ji s’

V_ p)
I (z) = _hK ————la K@) +—h/;;(x)€fff<<x'>d

— fK( i —ffK(z’)dx'+Aze—ffK("”')d’” oI K@)
hK (z)

T p(z) = ;(x)e;; f,, p(e!)do!

Hier sind 7 und ¢ Reflektions bzs. Transmissionsamplituden. Aus den WKB-Anschluss-
bedingungen bei x = b folgt, dass

t = <%A2€— Jy K(@')da' _ iAlefab K(l”)dm’) e/
1 _ bK Ndxz' . bK Nz _in/4
0 = §A26 Ja K@hda! | ;A ol Klah)da' ) o—im/4
woraus folgt, dass

)

A = %teiﬂ’/4€ fab K(z')dz' Ay = tefifr/zleff K(z')d



Da A; exponentiell kleiner ist als A,, kann A; fir die Betrachtung der Anschlussbe-
dingungen bei z = a vernachléssigt werden. Man findet dann:

Ay = ™t = f = e S K@D o= [ de'\/@m/R) (U ) -B)

Die Transmissionswahrscheinlichkeit wird dann

T = [t]? = e~2Ja da'/@m/B)(UG)-B),



Skript zur 12. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 27. Mai, 2011.

10 Quantenmechanik in 3 Dimensionen

10.1 Freies Teilchen

Die Operatoren H = p?/2m, p., py, p. sind alle unter einander vertauschbar: Einergie-
Eigenzustande konnen aus gemeinsamen Eigenzustidnden dieser Operatore gebildet werden.
Die Impuls-Eigenzustand sind nicht entartet. Der Impuls-Eigenzustand zum Eigenwert p
ist: |p), mit der Wellenfunktion

1 ipr
Yp(r) = (r|p) = e’ ",
(2mh)?
Der Zustand |p) ist Energieeigenzustand zum Eignwert F(p) = %

e Normierung: (p|p’) =0 (p —p') =6 (p. — p},) 6 (py — P},) 0 (p- — pL.)
e Vollstindigkeit: [ dp|p)(p| = 1

e Entartung: Jeder Energieeigenwert £ > 0 ist co-fach entartet, da alle p mit gleicher
Norm die gleiche Energie geben. Bemerkung: Da die Energieeigenwerte entartet sind,
gibt es noch andere Moglichkeiten, die Energieeigenzustande zu bilden. Ein weiteres
Beispiel, Energieeigenzustande, die auch Drehimpulseigenzustande sind, folgt spater.

10.2 Teilchen im kugelsymmetrischen Potential V(r)

Nun sind p,, py, p. nicht mehr erhalten. Aber: H kommutiert mit den Komponenten des
Drehimpulses 1,

1= xp:
. p? - - -
=2 1y, [H,lw] _ [H, zy] _ [H, lz} — 0.
2m

~

Beweis: In Aufgabe 3.2 wurde bewiesen, dass [I,,7] = 0, wobei der Operator # Multiplikation mit

r = (22 + y? + 22)Y/2 darstellt. Hieraus folgt, dass auch [I,, 7] = [I,,#] = 0, und dass [I,,V 7)] =
. y

Ly, V(7)] = [l, V()] = 0] fiir eine beliebige Funktion V(r).
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Die Komponenten Zz, Zy, l; sind untereinander jedoch nicht vertauschbar, da
V;,QJ — ihi,, azyklisch.

Deshalb sind die Komponenten des Drehimpulses nicht kommensurabel. Man kann nur
eine Komponente festlegen. Normalerweise wahlt man [,. Es gibt aber einen aus I, und
Zy gebildeten Operator, der mit [, und mit H kommutiert: l?: + ZZ Da [, mit sich selbst
kommutiert, kann man anstatt [7 4- 2 auch den Operator

P=2+12+10

nehmen.

Beweis: Siehe Aufgabe 3.2.

Zusammenfassend: Die Observablen H, [, und [? sind kommensurabel. Energieeigenzustinde
konnen deshalb aus den gemeinsamen [., [>-Eigenzustande gebildet werden.

10.3 Eigenzustande und Spektrum der Operatoren l;, 2

Der Drehimpuls 1 = r X p hat die Dimension A. Hieraus folgt, dass die Operatoren [, und /2
und (und auch [, und /,) in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) nur auf die (dimensionslosen) Winkel
f und ¢ wirken.

Explizit findet man durch den Ubergang auf Kugelkoordinaten (7,6, ¢) mit = = rcos ¢sinf, y =
rsingsinf, z = rcosf, dass

FU(r) = eru(r), Pulr) = ~ihVu(e) = —in (e + et o+ oo ) i),

or 80 " %1 sing GTb
wobei
cos ¢ sin 0 cos ¢ cos 0 —sin¢
e, = | singsinf |, eg= | singcosf |, es= Cos ¢
cos 6 —sinf 0

die Einheitsvektoren zu den Koordinaten r, 6 bzw. ¢ sind. Aus den Orthonormalitatsrelationen
e, X eg = ey, €9 X e, = e, und e, X e, = ey folgt dann, dass

Hieraus folgt dass



Die Operatoren le und iy lassen sich bequemer durch die linearen Kombinationen Zi = Zz + iZy
darstellen,

=~ y 8 8
+igp .
l:t = he <:|:9 + ZCOte > .

Schliesslich findet man so auch, dass

p_ (L 0. .0 1 0
F=-n <sin0808m989+sin298¢2 ‘

Da die Operatoren [, und /2 nur auf die Winkelkoordinaten 6 und ¢ wirken, kann man das
Eigenwertproblem in Hilbertraum HY der Funktionen Y (6, ) auf der Kugelfliche 16sen,
wobei das Skalarprodukt fiir Funktionen Y (0, ¢) als

T 27
(V,Y) = / sin 66 / d6Y'(6,6)"Y (6, ).
0 0
definiert ist.

Wir werden nun zuerst die wichtigsten Ergebnisse zum Spektrum und zu den Eigenfunktionen
der Operatoren 1., [? zusammenfassen. Die Herleitung wird danach besprochen.

e Die Eigenwerte des Operators 12 sind
RPI(1+1), mitl=0,1,2,....
Die ganze Zahl | wird “Nebenquantenzahl” genannt.
e Die Eigenwerte des Operators [, sind
hm, mit m=0,+£1,..., £l
Die ganze Zahl m wird “Magnetische Quantenzahl” genannt.

e Die Eigenwertpaare (m, [) sind nicht entartet und die zugehérige Eigenfunktion auf der
Kugelflache wird Y},,, (0, ¢) geschrieben. Diese Funktionen werden “Kugelflachenfunktion”
oder “spherical harmonics” genannt.

Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen:
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. Explizit gilt:

Yim(ev (b) =

(e J@A DA =—m)! o d T (sin6)
20! dm(l+m)! (dcosf)-+m

Explizite Ausdriicke fir [ = 0,1, 2:

%0(97 ¢) = ﬁ }/20<97 ¢) = \/ % (3 COSQ 0 — 1)
Yi0(0, ¢) = 2 cost Yor1(0,0) = F y/22sinfcosf et
Vis1(0,0) = F y/&sinfe®  Yais(0,0) = s sin®  e*2i¢

Bemerkung: Fir m = 0 gilt:

%0(07 ¢) =

wobei P, das Legendre Polynom ist,

1 d

l

. Normierung:
(}/l’m’a Yzm) - 5ll’5mm’ .

. Die Kugelflachenfunktionen Y} ,,, und Y; _,, sind verwandt:
Yl,—m (97 QS) = Yi,m (97 ¢)* (_l)m

. Vollstandigkeit: Jede Funktion Y (6, ¢) auf der Kugelfliche kann in den Kugelfldchen-
funktionen Y}, (6, ¢) entwickelt werden,

Y(0,8) =Y > (Yim, V) Yi(0.6).

=0 m=—1
. Die Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen des Paritatsoperators P,

PYlm(@aQﬁ) - <_1)lnm(€7¢>'
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6. Eine Z2—Eigenfunktion zum Eigenwert A%l(1+1), [ =0, 1,2, - wird eine “s-7, “p-”, “d-",
“t-” Funktion genannt:

=0 1 2 3 4 5

Abkiirzung ‘ s pdf g h

7. Ein wichtiges mathematisches Ergebnis, das hier leider nicht bewiesen werden kann,
ist das Additionstheorem fiir Kugelflaichenfunktionen: Seien e und €’ zwei (normierte)
Raumrichtungen, die durch Polarwinkel (0, ¢) bzw. (¢, ¢') definiert werden, d.h.

cos ¢ sin 6 cos ¢’ sin @’
e=| singsinf |, e =| sing'sinf |,
cos cos '
dann gilt:
!
20+ 1
SC VO Y0,6) = = — P (cosa)
m=—1

wobei cosaw = e - €, « ist der Winkel zwischen e und €/, und P,(y) ein Legendre-
Polynom.

In dem Beweis dieser Behauptungen spielen die Operatoren
b= il

eine wichtige Rolle.
Nun folgen die Beweise:

e In Polarkoordinaten gilt, dass [, = —ihd/0¢. Das Spektrum von L, folgt dann aus der
Eigenwertgleichung

.Y (0,¢) = —mw

wobei m (a priori) eine reelle Zahl ist. Die allgemeine Losung ist:
1

Y(0,¢) = G(H)Eeim¢7

wobei ©(0) eine willkiirliche Funktion von 6 ist, mit der Normierung

=mhY(0,¢),

/ d6 sin 0 |0(0)* = 1.
0

DaY(0,¢) =Y (6,¢ + 2m) muss gelten: m =0,+1,£2,....
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e Das Spektrum von [2 ldsst sich mit einer algebraischen Methode bestimmen. Hierzu gibt es
folgende Behauptungen, die getrennt bewiesen werden:

1.

Alle Eigenwerte des Operators 2 sind nicht-negativ. Sie konnen deshalb als A2l (1+1)
geschrieben werden, wobei [ > 0 (a priori) eine reelle Zahl ist.

. Wenn A2(l + 1) und ~m Eigenwerte von [2 unn [, sind, die zum gleichen Eigenzustand

gehoren, dann gilt
Im| < L.

. Eine eventuelle Eigenfunktion Y}, (6, ¢) mit m = —I[ geniigt der Gleichung

Es gibt eine (und nur eine) Losung dieser Gleichung;:

(20 + 1) e~ sin' 9

1/2,—l(97 ¢) = 47T 2[”

Hieraus folgt, dass das Eigenwertpaar (I,m = —I[) nicht entartet ist (im Hilbertraum
HY der Kugelflichenfunktionen).

. Sei Vi (0, ¢) eine normierte Eigenfunktion von [2 und I, zu den Eigenwerten h2I(1 + 1)

bzw. hm, und sei m > —I[, dann ist

1 A

eine normierte Eigenfunktion der Operatoren /2 und [, zu den Eigenwerten R2I(L+ 1)
bzw. A(m — 1).

Hieraus folgt, dass nur Eigenwerte im mit m — (—I) ganzzahlig auftreten kénnen, und
dass solche Eigenwerte nicht entartet sind. Da m ganzzahlig ist, muss [ auch ganzzahlig
sein.

. Eine eventuelle Eigenfunktion Yy, (6, ¢) mit m = [ geniigt der Gleichung

Es gibt eine (und nur eine) Losung dieser Gleichung;:

R [(20 +1)! e*¢ sin’

Hieraus folgt, dass das Eigenwertpaar (I, m = [) nicht entartet ist (im Hilbertraum HY
der Kugelflichenfunktionen).
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6. Sei Y}, (0, @) eine normierte Eigenfunktion von [2 und [, zu den Eigenwerten h21(l + 1)
bzw. Am, mit m < [, dann ist

lAJerlm(ea d))

/(T —m)(l+m+1)

eine normierte Eigenfunktion zu den Eigenwerten A2[(l + 1) und A(m + 1).
Hieraus folgt, dass alle Eigenwerte m = —I, m = —l + 1, usw., bis zu m = [ tatséchlich
auftreten, und dass es eine explizite Konstruktion der Eigenfunktionen Y}, (6, ¢) gibt.

Zusammenfassend: Die Eigenwerte des Operators 2 sind von der Form h2(1+1), mit [ > |m|
ganzzahlig. Diese Eigenwerte sind nicht entartet. Die Eigenfunktionen werden durch

Yim(0, 6) = hlim 5 z()l(_z+) it My, (0, )

gegeben. (Diese Gleichung legt auch den unbestimmten Phasenfaktor in Y},,(6, ¢) fest.)

Wichtige Bemerkung: Es gilt fiir die sogenannten “Leiteroperatoren” I3, dass

lA—Yzm(a ¢) = \/<l + m)(l —m+ 1)hY2,m71(97 ¢)7
[ Yim(0,6) = V(I —m)(I+m+ 1)AY, 116, 9).

Nun folgen die Beweise der einzelnen Behauptungen:

1. Sei Y; eine [?-Eigenfunktion zum Eigenwert h2[(I + 1). Dann
RII+1) = (Y,Py)

)+ () + (1 0)

(w2
_ (sz}ﬁ Gﬁ@@%)+(&ﬁiﬁﬁ
0.

v

2. Aus (Z_S/lm, Z_E/lm) > 0mit | =, —ify und Y}, Eigenfunktion zu den Eigenwerten A21(1+1)
und Am, folgt: o
(Ylmvl—l—l—Ylm) Z 07

mit [y = I, +il, =" . Bs gilt:

Lo =242 —illy, i) =2 — 12 + hi..
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Hieraus folgt, dass

(Y, lpl_Yi) = R(1+1)—E2m(m—1)
= Bl+m)(l—m+1)

0

—1<m<Ii+1

U v

Ebenso findet man aus (Z+}/lm, Z+§/lm) > 0, dass

——-1<m<I.

3. Es gibt m = —[, nur wenn

(Yima lAJrlAfYZm) = (lAvaln’m lAfY}m) =0 & 1-Y,,=0.

Mit .
Vin(6,6) = O(0)
lm( Y \/%
und 3 3
I — poio [ Y ; —
I_=he < 86—1—160‘59(%))

folgt, dass (mit m = —I):

de
—@-Hcote@—o.

Diese Gleichung hat die Losung ©(#) = const - (sin ).
4 e L Yin(0,0) = (1L + [I=, 1) Yim (6, ).
Es gilt
[AZ7lA—] — |:lAzalA:Ei| - Z[lAZalAy]
= ihl, — hl,
= —hi_.

Hieraus folgt, dass L 2Yim (0, ¢) eine Eigenfunktion des Operators [, zum Eigenwert h(m—
1) ist:

lzlAinm(e, ¢) — (Zfiz - hiﬁ)}/}m(ea d))
= h(m—1)Y,,(0,0).
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e Da/_ und [? vertauschbar sind:
PlYi(0,0) = [_1*Yim(0,0).

Hieraus folgt, dass [, Y}, (0, ) eine Eigenfunktion des Operators (2 zum Eigenwert h21(I+
1) ist:

PLYim(0,6) = hU(1+1)Yim(6, ).
e Normierung:
(1Y, - Yim) = (Yim, I4 1 Yi) = B2+ 1) — m(m — 1)) = B2l +m)(l —m + 1).

5. wie fiir Bl

6. wie fir [
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Skript zur 13. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 30. Mai, 2011.

10.4 Energie-Eigenwertprobleme in einem kugelsymmetrischen Po-
tential

10.4.1 Allgemeine Theorie

Fiir ein Potential V (r) sind I, und [? erhalten. Damit kénnen die Energie-Eigenfunktionen
auch als .- und [?>-Eigenfunktionen gewihlt werden. Wir schreiben:

Normierung: [, drr? |R(r)|* = 1.

In Kugelkoordinaten lautet die Schrodinger-Gleichung

h2
BU) = (-5t V0)) () = Bo)
R (10 1 0 . .0 IS
= {—% (;w” g0 09 T ﬂ%) ”(’”)}W) = B ().

p_ (L 0,0 1 O
F=-h (sin066’81n989+sin208¢2

schreibt man die Schrodinger-Gleichung dann als

h? 1 o2 E
Bor)=4 -2 29y © .
¥(r) { 2mr (97“2T + 2mr? + V(T)} ¥(r)

Dieser Hamilton-Operator teilt sich auf in “radiale kinetische Energie” (r-Term), “Rotation-

senergie” (I-Term), und Potentielle Energie (V' (r)).
Einsetzen von 9 (r) = R(r)Y;n(0, ¢) gibt
h* 9? RA(L+1
(———r + Ril+1) + V(T)) R(r) = ER(r).

2mr Or? 2mr?

Man bringt diese Gleichung in eine Form, die der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung

sehr dhnlich ist, indem man R(r) = & f(r) setzt, sodass
n? 9% RA(L+1)
oy = K .
< 2m Or? 2mr? * V(T)) f(r) f(r)
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Normierung:

/Ooo dar [f(f = 1.

Diese Gleichung wird die “radiale Schrodinger-Gleichung” genannt. Die Kombination

R+ 1)

2mr? +Vi(r)

ist als ein effektives Potential fiir die radiale Bewegung zu betrachten.

Bemerkung: Da dir Transformation R(r) = r~! f(r) singulér ist fir » — 0, fordert man, dass
f(r) — 0 fir r — 0.

10.4.2 Freies Teilchen

Das Potential V() = 0 ist (trivialerweise) kugelsymmetrisch. Deshalb kann man die Energie-
Eigenfunktionen in der Form ¢ (r) = ' f(r)Y},,(0, ¢) wihlen, wobei

NS
2m dr? 2mir?

) 1(r) = Bf(r).

Da das effektive Potential nicht-negativ ist: Es gibt keine Losungen fiir £ < 0.
Fir £ > 0: Sei k = QZ?—QE, dann

1 & I(l+1
<_EW+ (/{527“2)_1) f(r):O.

Dies ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung: Es gibt zwei linear unabhéangige Losungen
fiir jeden k-Wert und jedes [. Fiir [ = 0 sind die Losungen:

fo(r) = \/gsin(kr), go(r) = —\/gcos(kr).

Fiir allgemeines [ bestimmt man die Losungen aus der Rekursionsformel

i) = (=g ) o

1d [+1
gip1(r) = _E5+7 qi(r).
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ig: 21 _1d* _ 2d , 2 .
Beweis: Aus 755 = ;97 — 774 + 75 folgt:

2
%fl = <—k2 + l(l; 1)) fi-

Hieraus folgt, dass

d72 _li+l+1 f = _li+l+1 iQf _|_l+1 2_
a2\ kdr ke )70 T U kdr T ke ) \a?") T 2 0
[ 1d l+1 o ll+1)
B < Kdr kr)( W 72 Jit

_ <_k2+(l+1)<l+2)) (_1d+z+1

kdr kr

2
und das Gleiche fiir g;.
Diese Losungen haben folgende Eigenschaften:

e Explizit, fir [ =0, 1:
2 .
fo(r) = \/jsm kr,
T

go(r) = — cos kr,

2 (. cos kr
91(7’) = —\/;(smkr+ o )

e Asymptotisch, fiir kr — oo:

e Asymptotisch, fir kr — 0:
2 (kr)Ht

N s T

a(r) — —\/gcos (kr)lH(Ql'~l—1)

'=1
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Man definiert

kr) = \/g M “spharische Besselfunktion”
r

k
yi(kr) = \/g gilkr) “sphérische Neumannfunktion”
r

= filr) = kr\/gjl(k;r) a(r) = kr\/gyl(kr)

Ypim (r) = \/gk‘jl(kf)yim(@, o)

Energie-Eigenfunktionen fiir ein freies Teilchen in Kugelkoordinaten. Die Normierung ist:

(Vktmy Yrrm) = 0(k — K)o Oy -

Dann sind

Bemerkung: Wir haben nun zwei Satze Energie-Eigenfunktionen fiir ein freies Teilchen in
drei Dimensionen:

1

Ylr) = (2m)2

€™ P (r) = \/gkjl(kmyim(e’ ?).

Beide Sétze sind vollstandig, d.h. es ist moglich, Basisfunktionen vy (r) als lineare Kombi-
nation von Basisfunktionen ¢y, (r, 6, ¢) zu schreiben. Insbesondere kénnen die Funktionen
Y (r) als Linearkombination der Basisfunktionen ¢, (r, 0, ¢) geschrieben werden:

Z GWQY (Ox, Dx)Vrim ()

wobei 6 und ¢y die Polarwinkel fiir die Richtung k darstellen. (Ohne Beweis.) Spezieller
Fall, k = ke,:

() = — ot ; Z:)} Ji(kr) Py(cos ).
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Skript zur 14. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 3. Juni, 2011.

10.4.3 Teilchen im Coulomb-Potential: Wasserstoffatom

Wir besprechen nun ein vereinfachtes Modell fiir das Wasserstoffatom und fiir die “Ein-
Elektron-Ionen” wie He™, Li*" usw. Die Vereinfachungen dieses Modells sind:

e Spin wird nicht berticksichtigt,
e ¢s ist eine nicht-relativistische Theorie,

die elektromagnetische Wechselwirkung wird durch das Coulomb-Potential ersetzt,

die Protonenmasse — 0o, so dass nur ein Teilchen (das Elektron) betrachtet werden

I1uss.

Die Ladung des Atomkerns wird mit Ze bezeichnet. Mit diesen Vereinfachungen lautet der
Hamilton Operator fiir das Elektron:

R A 2 Z2
g_p’ ze
2m T

Das Potential V(r) = —Ze?/r ist Kugelsymmetrisch. Deshalb sucht man Energie-Eigenfunktionen

der Form .

$() = 1 1()Vin (0, 6),
wobei f(r) der radialen Schrédinger-Gleichung geniigt:

{_n_2d_2 h2l(l+1)_262}f(r):Ef<r)'

2m dr? 2mr? r
Die charakteristische Lange fiir dieses Problem ist der “Bohrsche Radius’

?

2

ag = — ~ 0.53- 107" m.
me

Die charakteristische Energie ist e?/ay ~ 27.2¢eV. Mithilfe von ag und e?/apZ fithren wir
nun “atomare Dimensionen” ein:

o= —,
Qo

~ E

E = -,
e?/ay



Die Normierungsbedingung fiir die Funktion f lautet nun:
© L 2
/ dr ‘ f(?)’ ~1.
0

Die radiale Schrodingergleichung lautet
1d> W(l+1) Z)+ =~

24T 2

Wir erwarten gebundene Zustdnde und diskrete Energie-Eigenwerte fiir £ < 0, und nicht-
gebundene Zustidnde und ein kontinuierliches Spektrum fiir £ > 0. Wir beschrianken uns
hier auf das Spektrum und die Eigenzustande fiir £ < 0. Zuerst fassen wir die wichtigsten
Ergebnisse zusammen; die mathematische Herleitung folgt danach.

Die Losung fiir die radialen Energie-Eigenfunktionen f ist:
~~\ [+1 ~
fu@ = 1 (2_Z7°> Tz =i DY a1 (@) e TR
n n ((n + l)l)?) n+l n
wobei £3(z) das “zugeordnete Laguerre Polynom” vom Grad r — s ist:

‘Cf“(x) - de

Ly (),
mit L,(z) “Laguerre Polynom”, und
n=12...,1+1
eine ganze Zahl. Die zugehorige Energie-Eigenwert F,; = —Z2 /2n?.

In physikalischen Einheiten:

Unim(t) = Yin(0,0) Ryu(r),

-5 3(r ] _ 1\ ! .
Rou(r) — _ 2a Z3(n—1-1)! (2Zr 24 22r e,%,
n? ((n+ l)!)3 nag " nag

(Ze)®

2a9n?’

E, =
Die drei auftretenden Quantenzahlen sind:
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e n: “Hauptquantenzahl”, n=1,2,...,
e [: “Nebenquantenzahl”, [ =0,1,...,n —1,

e m: “magnetische Quantenzahl”, m =0, +1,+2,---, +£[.

Die Energie-Eigenwerte E,, sind n?-fach entartet: Zu jedem n gehoren die I-Werte [ =
0,...,n—1. Zu jeem [ gehoren 2] + 1 m-Werte. Die Entartung ist dann ZZ:Ol 20+ 1 = n?.

Die Energie-Eigenwerte des Wasserstoffatoms (Z = 1) werden schematisch so dargestellt
(€?/2ag ~ 13.6 eV):

E (eV)
-0.857
-1.57
-3.47 2 o5 2p
-13.64 1
1s

Einfachste Beispiele der radialen Wellenfunk-
tionen:

A _zr
Rlo(T) = 2<—> e 9o,

Qg

3 [ \
1 Z\2 zr _ Zr R
R N 1 - 2= % ™20
20(r) \/§ (ao) ( 2@(]) € 07 . R21

3 ‘z -; Eli eIJ II(]
1 Z \2Zr _zr
R I e 249, Zrla
21(T) \/g (2&0) ao e 0 0

Nun folgen die Beweise: Fiir E < 0 fithrt man die Variable

T = 2r\/ —2F
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ein. Dann lautet die radiale Schrédinger-Gleichung:

d  1l+1 A 1| -

-5 ( 3 ) + — —— > f=0.

dx x o/ 9o 4
Wir suche Lésungen, die normierbar sind, und die regulér fiir z — 0 sind. Diese beiden Anforderun-
gen werden nun separat untersucht.

e Normierbarkeit wird durch das Verhalten der Losungen fiir « gross bestimmt. Asymptotisch
gilt, fiir x — oo:
d2 1 r r A —1s 1y
S5 1) =0 = fl@)~Ae72"+ Bea”,

mit beliebigen Konstanten A und B. Da f normierbar sein muss, muss gelten, dass B = 0.

e Asymptotisch gilt, fir z — 0:
& f=0 = f&)~Ca'"" + Do
dz? 4 ?) ! v

Da f reguldr sein muss fiir x — 0, muss gelten, dass D = 0. [Bemerkung: Der Fall [ = 0
ist spezial. Hier geht man zuriick zur urspriinglichen Schrédingergleichung. Einsetzen von
R(r) = f(r)/r o< 1/r gibt dann in der kinetischen Energie einen Beitrag A(1/r) o< d(r), was
eine Losung der Eigenwertgleichung im Punkt r = 0 ausschliesst.]

Das asymptotische Verhalten der Losungen fiir x klein und x gross motiviert nun folgenden Ansatz:
fla) = a1 L(@)em3,

wobei L(x) eine Funktion von x ist mit endlichem Limes fiir z | 0 und die schnell genug klein wird
bei grossem x, sodass die Normierung von f gewahleistet ist. Einsetzen in die radiale Schrédinger-

Gleichung gibt:
d? d Z

Wir versuchen nun eine Losung fiir £(z) zu finden, in der Form einer Potenzreihe,

o)

L(z)= Z cpa®.

k=0

Das gibt dann die Rekursionsbeziehungen

k—(\/%—zq)
(E+1)(20 +2+k)

Ck+1 = Ck k:071727"'
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Wenn die Potenzreihe nicht bei endlichem k& abbricht — sodass £(z) ein Polynom in z ist —, gilt
asymptotisch flir &k — oo:

Ck
Ck+1%? = CkNE-

Dann L(z) ~ e*, und f(z) ist nicht normierbar. Daher: Die Potenzreihe muss bei endlichem &
abbrechen und £(z) ist ein Polynom.
Sein, =0,1,2,... der Grad dieses Polynoms. Dann muss gelten, dass c,, = 0. Hieraus folgt, dass

A
vV —2F

Solche Polynome werden, bei geeigneter Wahl des Koeffizienten ¢y, “zugeordnete Laguerre Poly-

—-l—-1

Ny =

nome” Eil:jrl% 41 genannt. Wenn wir einfiihren n =n, +1+1mitn=17+1,1+1,---, dann finden
wir nun: )

~ Z

E = L(z)= Eilill(x)

Cop?2’
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Skript zur 15. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 6. Juni, 2011.

11 Zeitunabhangige Storungsrechnung

Sei H = Hy + \H; ein Hamiltonoperator, sodass
e das Spektrum und die Energie-Eigenzustande von H, bekannt sind,
e )\ ein kleiner, dimensionsloser Parameter ist.

Dann konnen die Energie-Eigenzustinde und das Spektrum von H in einer Potenzreihe in A
entwickelt werden:

E = EOQO 4 XEW 4 XE® 4
(W) = [WO) + A) + X+
Hier ist E© ein Eigenwert zum Hamilton-Operator Hy und [¢(©) ein zugehoriger Eigenzu-
stand. Wir haben hier ein Energieniveau und einen Eigenzustand herausgegriffen und den

Einfluss der Stérung angegeben. Nun werden wir die Koeffizienten £0) und [¢¢)) in der
Potenzreihenentwicklung explizit berechnen.

[Bemerkung: Eine solche Potenzreihenentwicklung ist vor allem relevant, wenn die “Stérung”
AH; Kklein ist, und die Potenzreihen konvergent sind.]

11.1 Storungstheorie fiir einen nicht-entarteten Eigenwert E,(LO)

Sei {W](Co)>} eine orthonormale Basis aus Hy-Eigenzustéinden

a 0 0 0
B[y = EQ ).

Sei E” ein nicht-entarteter Eigenwert mit Eigenzustand |¢£LO)>. Sei E, () der Eigenwert des
Hamilton-Operators H()), der im Limes A — 0 zu EY) geht und sei |tn (X)) der zugehorende
Eigenzustand:



(Letzteres folgt, da EY nicht entartet ist!) Wir wéhlen die “Normierung” von [¢),,(\)) als

Wb (N) = 1.

Bemerkung: Am Ende der Berechnung werden wir dann (i, ()|, () ausrechnen und
|t (X)) wie iiblich normieren.

Mit den Potenzreihen

E, = EO 4+ EWD 4 X2ED 4+
) = [00) + M) + X[ + ...

wird die Energie-Eigenwert-Gleichung H |tn) = En|t,) nun als
(1310 + Afh) (109 + ApD) + ..
(BD + AED + XEQ + ) (J00) + MpD) + N2 [@) +..)
geschrieben. Diese Gleichung wird nun fiir jede Ordnung in A separat gelost.
0. Ordnung: lf]0|1/17(10)> = Ef(zo)Wr(zO)),
1. Ordnung: ffo|¢,€”> + ﬁl\w,ﬁo)> = ET(IO)WELI)) + ET(ll)|wT(LO)>7
2. Ordnung: FI0|1/J7(12)> + ﬁ1|@/17(11)> = E}lo)wff)) + Eﬁ”lwﬁf)) + E7(12)|1/17(10)>,

USwW.
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0. Ordnung:  Der Gleichung der 0. Ordnung wird gentgt, weil E? ein Eigenwert des
Operators Hy ist. (Trivial.)

1. Ordnung: Um die Gleichung der 1. Ordnung zu untersuchen, nimmt man das Skalarpro-
dukt mit |¢£LO)> und allen anderen Basiszustdnden |1/},(€0) ) mit k # n. Das Skalarprodukt

mit W,@) gibt:
(i [Holvi?) + WP NL ) = EP WP 100) + ED @),
Aus <,¢)£L0)|IA{0 = <w7(10)|E7(10), <w7(10)|@/)£0)> =1 und (¢,S°)|¢S)> = 0 folgt dann, dass
EY = (00 H[¢)).
Das Skalarprodukt mit |77/J](€0)> mit k # n gibt:
W Holo) + |00 = BP0 10l) + ED W 160).
Aus (w,io)|f[0 = <w,(€0)]E,(€O) und <¢,(€O)|w£0)> = 0 folgt dann, dass

(O | Hy )

),y _

Hiermit findet man, dass

WOH U | (o)
[y = "k T 0y,
k; EY - EY "

2. Ordnung: Um die Gleichung der 2. Ordnung zu untersuchen, nimmt man wieder
Skalarprodukte mit |¢7(10)> und mit |w,(€0)> (wobei k # n) und setzt die 1. Ordnung-
Ergebnisse ein. Man findet dann:

. 2

[ERIAT

0 0
EY — EY

USwW.

Zusammenfassend: Bis zum 2. Ordnung in A\ werden die Energie-Eigenwerte durch

~ 2
oM )

A (
E,(\) = BV + @V [0 ) +> 20 50
n = M

k#n

+0O(\?)
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gegeben. Bis zum 1. Ordnung in A werden die zugehorenden Energie-Eigenkets durch

i A
) = o) + 3 LRI 0y 1 oy
k#n n k

gegeben. Bis zum 1. Ordnung in A ist der Ket [¢,) normiert, (¢,]1,) = 1+ O(\?). (Mit der
angegebenen Genauigkeit gilt sowohl (¢, (A)[1, (X)) = 1 als auch (¢7go)|wn()\)) =1,

Beispiel: Berechnen Sie die Eigenwerte der hermiteschen 2 x 2-Matrix

N . A 2 0 0 1
H:H0+)\H1:<O 0)—1—)\(1 0)

bis auf 2. Ordnung in A. Die ﬁg—Eigenvektoren sind

= (1) € =(5)-

Die Eigenwerte sind Eio) =0, Eéo) = 2. Dan findet man:

B = (e He”) =0,
By = (eI} =0,
2
o (@A
I 0 0 9’
O _ g0 2
2
s L@
2 = 0 DI
£9 g0 2
Hieraus folgt, dass
Ei(\) = —%)\2—1-....

1
Ey(\) = 2+§>\2+...,
Die Storungstheorie stimmt mit den exakten Eigenwerte

E172:1i\/1+)\2

uberein.
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E (©)

E (©)
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Skript zur 16. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 10. Juni, 2011.

11.2 Storungstheorie fiir einen entarteten Energie-Eigenwert E,(Lm

Sei BV ein g-fach entartetet Eigenwert des Operators Hy und sei Wﬁgg}, a=1,...,gein Satz
orthonormaler Eigenzustande, der den Vektorraum der fIO—Eigenzustéinde zum Kigenwert
EY erzeugt,

Holfol) = EP105)-
Die Storungstheorie fiir nichtentartete Eigenwerte kann aus zwei Griinden nicht direkt ange-
wandt werden:

e Die Stérung H; kann die Entartung aufheben. Ein Eigenzustand [¢ne())) (der in
diesem Fall nicht mehr frei gewdhlt werden kann) muss dann im Limes A — 0 nicht

unbedingt einen der Basiszustande waz ) anndhern, sondern kann auch einer Linear-
kombination dieser Basiszustande gleichen.

e Die Energie-Nenner in der Gleichung fiir |@Z17(11)> usw. fithren zu Divergenzen, wenn der
Eigenwert EY) entartet ist.

Beide Einwande werden behoben, wenn die Basiszustande so gewahlt werden, dass
(G [0) = 0 wenn o # o,
Um dies zu erreichen, muss man das Eigenwertproblem fiir die hermitesche g x g Matrix
(H))ae = (A2 HL )

losen. Diese Matrix wird Storungsmatrix genannt. Wenn die Basiszustande als Eigen-
zustande der Storungsmatrix gewéahlt werden, kann man die Ergebnisse der Storungstheorie
fiir nicht-entartete Eigenwerte auch auf entartete Eigenwerte anwenden.

Beispiel: Berechnen Sie die Eigenwerte des hermitschen 2 x 2 Matrizes

~ ~ - 1 0 0 1

bis auf 1. Ordnung in A.
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Der ﬁo—Eigenwert FEq1 =1 ist zweifach entartet. Die Eigenvektoren sind

D=(g) =(7)

Mit diesen Vektoren als Basisvektoren ist H; nicht diagonal. Eine Wahl der fIO—Eigenvektoren zum
Eigenwert F; = 1 fiir die H; diagonal ist, ist

W= () =5(1)
Nun gilt (ell(g)\Hllell({))) =0 und
{ (1) = -1,
(€| Hlely)) = 1.
Hieraus folgt, dass
{ EV=_1 = BEi=1-1+002),
ED =1 = Ep=1+XA+0\).

Die exakten Eigenwerte sind Ey1120 =1+ A

T @ _
e® NE,, =

W _
1 -

A

b AEY =

11.3 Anwendung: Linearer Stark-Effekt

Energie-Eigenwerte der gebundenen Zustande des H-Atoms in einem statischen, homogenen
elektrischen Feld E = Fe,.

N N N o p2 e? N
H:H0+H1, H():———, leeEz.
2m

(Bemerkung: Der Parameter A wird hier nicht explizit geschrieben. Die Storung H, in dieser
Gleichung spielt die Rolle von AH; in der allgemeinen Theorie.)
Ziel der Berechnung: Energie-Eigenwerte zur 1. Ordnung in E.
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e Grundzustand: |nim) = [100), Efo) = —e?/2ay.

[ee) s 2
(100|H,|100) = / drr? / df sin 0 / do [100(r)|* (Eez)

= / drr? / do sme/ dp e /% cos h
7Ta0

= keine Verschiebung der Grundzustandsenergie £ zur 1. Ordnung im elektrischen
Feld F.

e Erster angeregter Zustand. Dieser Zustand ist vierfach entartet. Die Eigenzustande
sind:

200),

211),

1210).

|nlm) =

Berechnung der Storungsmatrix (nlm|H; [nl'm’):

— (nlm|z|nl'm') = 0 wenn m # m/, weil aus [I,, 2] = 0 folgt, dass

I [
= (nl ] JZnl'm'y — (nlm| 21, |nl'm’)
= (m—m)h{nlm|z|nl'm').
— (nlm|2|nl'm’) = 0 wenn (—1)"*" = 1 weil Pz = —2P, wobei P der Paritétsoperator

ist. Hieraus folgt dann, dass
0 = (nlm|P%+ 2Pnl'm/)
= (=D)!nim|znl'm’y + (—=1)" (nlm|2|nl'm’)
= [(=1)' + (=1)"nlm|z|nl'm).
(Hier wurde benutzt, dass Plnlm) = (—1)|nlm).)

Damit sind die einzigen Matrixelemente der Storungsmatrix die moglicherweise nicht-

null sind die Elemente ) X
(200|H1|210) = (21O|H1|200)*.
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Explizite Berechnung gibt:

. 1 00 T 27 r r
200/ H,|210) = drr? | df siné dp(1—— ) — ) e /% cosh
(200|H,|210) T6ma? /0 rr /o sin /0 ) ( 2a0) (ao) e cos

x Eercosf
= —3eFay.
Damit ist die Storungsmatrix:
nlm nl'm’ 200 21 —1 210 211
200 0 0 —3eFag 0
21 —1 0 0 0 0
210 —3eFag 0 0 0
211 0 0 0 0

Die Eigenzustédnde der Storungsmatrix sind
1 1
V2 V2

mit den zugehorigen Eigenwerte —3eagF, 0, 0 bzw. 3eagFE. Bis zu 1. Ordnung in F
findet man, dann folgende Aufspaltung des Energie-Eigenwerts Ej:

(|200) +|210)), |211), [21(—1)), (|200) — |210)),

Entartung
£© " 3a,eE 1
2 o 2
L 3aek
- 1
11.4 Anwendung: “Normaler Zeeman-Effekt”
Energie-Eigenwerte eines Teilchen im Zentralpotential V(r) = —Ze?/r und konstantem ho-

mogenen Magnetfeld B =V x A.

In der klassischen Mechanik: Die Hamilton-Funktion mit Magnetfeld gleicht der Hamilton-
Funktion ohne Magnetfeld, wenn man substituiert p — p — (e¢/¢)A(r). Man macht nun die
gleiche Substitution fiir den quantenmechanischen Hamilton-Operator:

- 1 /7. e, .\2 .
= B C (h AG) +AD) B+ g A+ V()
 2m 2mcp P 2mc? s
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Fiir ein homogenes Magnetfeld B wahlen wir

1
A:—i(rXB)

Ziel der Berechnung: Energie-Eigenwerte zur 1. Ordnung in B. Dann:

2

e konnen wir den Term (e?/2mc?)A(r)? vernachlissigen,

e sind p und A(r) vertauschbar, da VA(r) = 0. Hieraus folgt, dass

e e
S s ABMLAR) D) = - B .(+ xB
2mC(lo (t) +A(t)- D) 5P (r xB)
— “B.(px1)
2me P
- __“B.i
2mce
= —u-B,

wobei
. 5 e
fr=n1 7= —
me
der Operator zum magnetischen Moment ist. (Wir haben benutzt, dass a- (b x ¢) =
c - (a x b) fiir beliebige Vektoren a, b und c.) Hier wird v das “gyromagnetische

Verhaltnis” genannt.

Diese Storung ist diagonal in der Standard-Basis [nlm) der Energie-Eigenzustdnde. Das
Magnetfeld hebt die Entartung der Energie-Eigenwerte nach der magnetischen Quantenzahl
m auf. Die Verschiebung des Energieniveaus FE,, ist dann

AEn,m = _NBva

mit up = eh/2me: “Bohr-Magneton”.

m=—|
_ 2l +1
E. Hg B Energie—
L Eigenwerte
m=
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Die Aufspaltung der ersten Zwei Energie-Eigenwerte des Wasserstoffatom ist dann wie unten

angezeigt:
n= 2 J n=2 I=1 m=-1
- T _uMeB  n=2 120 m=0
= 0,1 WgB n=2 I=1 m=0
— n=2 |I=1 m=1
n=1 1k ~
= 0 n=1 =0 m=0
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Skript zur 17. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 17. Juni, 2011.

12 Translation und Rotation

12.1 Translation (Verschiebung)

Verschiebung des quantenmechanischen Systems um eine Strecke a, |¢)) — [¢') (oder dquivalent:
Verschiebung des Koordinatenursprungs iiber eine Strecke —a):

{l) = I)=|Tar) =[r +a)

Sei nun |1) ein beliebiger Zustand, und sei |¢)") dieser Zustand nach Verschiebung des ganzen
Systems um die Strecke a. Man findet den verschobenen Zustand |¢’) dadurch, dass man
den Zustand |¢) in der Ortsbasis entwickelt,

) = / drip(e)]r),

und die Basisvektoren |r) verschiebt. Nach der Verschiebung sieht der Zustand dann so aus:

) — ) = /drw(r)]r+a> = /drw(r —a)|r).

Hieraus folgt, dass die Wirkung einer Verschiebung auf eine Wellenfunktion durch die Gle-
ichung

P(r) =Y (r) =9 (7:1r) =1(r — a)

gegeben wird.
Da die Beziehung zwischen dem Zustand |¢)) und dem verschobenen Zustand [¢) linear ist,
muss es einen linearen Operator T, geben, sodass

[y = Ta|tp), Ta: Translationsoperator.
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Wir werden nun beweisen, dass

Zwei Beweise:

1. Mit Zustandsfunktion, durch die Potenzreihe der Exponentialfunktion und die Taylor-Entwicklung:
Tad(r) = e P/My(r)

2. Mit Eigenzustdnden |r) des Ortsoperators r: |r) ist Ortseigenzustand zum Eigenwert r. Wir
beweisen nun, dass Ta|r) = |r + a), d.h. T,|r) ist Ortseigenzustand zum Eigenwert r + a

o Aus [&,p] = ih folgt, dass [#,p?] = inhp?~', sodass [&,e "@=Ps/M)] = g e~ Pe/h

Ebenso findet man, dass (mit & anstatt z):

[f‘, e—iaﬁ/ﬁ} _ ae—iaf)/ﬁ‘

P Talr) = (Tat +[r, 7)) Ir) = (Taf + Taa)lr) = (v + ) Tolr).

Wichtige Bemerkung: Manchmal wird der quantenmechanische Impulsoperator p durch die
Beziehung

Ta = ¢~iap/h
definiert, d.h. p ist der “Erzeuger” der Translationen. Aus dieser Definition kann man dann
herleiten, dass

[i’i,ﬁj] - Zhdw
und dass pi(r) = —ihViy(r). (Wir haben letztere Gleichung als Definition des Impulsop-
erators verwendet.) A
Erlduterung: Wir beweisen zuerst, dass aus Ta = e~2P/h folgt, dass [, pjl = ihdjj. Hierzu
bemerken wir, dass aus T, |r) = |r + a) folgt, dass I Ta|r) = |r + a) = (r+a)|r +a) = (r+a)7,|r).
Ganz allgemein gilt auch, dass



Kombinieren gibt dann:
[1,Ta]|r) = aTy|r).

Da dies fiir beliebige Basisvektoren |r) gilt, muss
[£,Ta] = aTa

auch als Operator-Identitéat giiltig sein. Wenn man in dieser Gleichung Tn in a entwickelt und den
Beitrag der 1. Ordnung betrachtet, findet man, dass

_f[f. p| =
plT,ap]=a.

Wihle a = ae;, i = z,y, 2z, und man findet [z, p;] = ihd;;.
Wir beweisen nun, dass p = —ihV: Aus Th9(r) = ¢(r — a) folgt, nach Entwickeln des Exponenten
T = e~P/h ynd nach einer Taylor-Entwicklung von ¢ (r — a), dass

(1—%ap+...)¢(r):1/)(r)—a~V1/)(r)—|—...

Da diese Gleichung fiir beliebige Verschiebung a erfiillt sein muss, folgt dass p = —ihV.

Die Definition des Impulses durch T, = e~"@P/" gilt auch dann, wenn die Zusténde [¢)) nicht
durch eine Funktion ¢ (r) dargestellt werden! (Dies ist z.B. der Fall in Vielteilchensysteme.)

12.2 Rotation

Drehung des quantenmechanischen Systems um einen Winkel 1 um eine Achse e (oder
dquivalent: Drehung des Koordinatensystems um —n):

[7) = |r) = [Ryr)

wobei R, der Rotationsmatrix ist.
Beispiel: Eine Rotation um einen Winkel 7 um die z-Achse wird durch die Rotationsmatrix

cosn —sinn 0

Ry,= | sinp cosn O
0 0 1

beschrieben.

Eine Rotation bildet einen beliebigen Zustand |¢)) auf einen Zustand [¢)) ab,
) = [¢).
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Die Wellenfunktion des Zustandes [¢) ist dann
Y(') = (R 'r).
Die Bezichung zwischen [¢) und |¢) ist linear: Rotationsoperator [¢) = R,|¢). Es gilt:
Rn _ e—ine-i/ﬁ’

wobei 1 = ¢ x p der Drehimpuls-Operator ist.
Beweis: Man wahlt Koordinaten so, dass e = e,. Dann gilt

s 0
1l =1, =—ih—.
e iho 5
In Kugelkoordinaten, mit Potenzreihe des Exponenten und Taylor-Entwicklung:
- 1 o\"
Ryb(r,0,6) = — (—n(%)) $(r,0,6) = ¥(r.0.6 — ).
n=0 "

Nun kehren wir die Theorie um und definieren den Drehimpuls—Operatorj durch die Beziehung

~

_ —inej/h
R,=e .

Fiir einen “Massenpunkt” in der Schroderingertheorie gilt

j=1=1xp.
Wir beniitzen das Symbol “j” in der allgemeinen Beziehung zwischen ]:27, und den Drehimpuls-
Operator, weil j und 1 im allgemeinen Fall nicht die gleichen Operatoren sind. Diese Def-
inition des Drehimpulses ist allgemein giiltig, auch fiir quantenmechanische Systeme ohne
klassisches Aquivalent oder fiir Vielteilchensysteme.

Was kann man aus dieser Definition herleiten?

e Rotationen sind nicht vertauschbar. In drei Dimensionen gilt fiir eine Rotation tiiber
Winkel 7 um Achse e,, e, e,:
1 0 0
R,,=1 0 cosp —sinn |,
0 sinp cosn
cosn 0 sinny
R,, = 0 1 0 ,
—sinny 0 cosny
cosn —sinn 0
R,.= | sinp cosn 0
0 0 1
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Fiir Rotationswinkel n < 1 gilt:
R R 'R, R,.=R_,2.+0)

7Y~z

und zyklisch weiter. Hieraus folgt, dass
P o a _ “~ _ “ . 2’§
Myl hginiz/ho—ingy/ho—inje /T _ oin Jz/h,

bis auf Korrekturen der Ordnung n®. Entwickeln in n gibt
2 2
A n 1~ = A A
1+ ﬁ []xa]yi| =1+ l%jm
sodass

und zyklisch weiter. Zusammenfassend: Mit der Definition ]:2,7 = e~inel/h folgen die
Kommutationsrelationen des Drehimpulsoperators j aus den Eigenschaften der Drehun-
gen!

Bemerkung: Der allgemeine Drehimpuls j hat die gleichen Kommutatoren wie der
Drehimpuls | in der Schrodingertheorie.

Spektrum. Nur eine Komponente von j — wir nehmen j, — und j? sind vertauschbar.
Daher konnen wir gemeinsame Eigenzustinde von j2 und j, bestimmen.

Eigenwerte von j, werden mh geschriecben, Eigenwerte von jQ werden A%j(7 + 1)
geschrieben:

Plim) = 5 +1)|jm).
Dann gilt:

1. Die méglichen j-Werte sind 0,1,1,3, .. .; nicht alle j-Werte miissen auftreten.

1) 99y 9]
2. Die moglichen m-Werte (zu einem j-Wert) sind —j,—j + 1,---,j — 1, 4.
3. Die Entartung aller m-Werte (zu einem bestimmten j-Wert) ist gleich. Eigen-
zustande mit dem gleichen j-Wert aber unterschiedlichen m-Werten konnen durch
wiederholte Anwendung der Leiteroperatoren ji = j, & ij, erzeugt werden,

jelim) = h/(G—m)([G+m—+1)[im+1),
j-lim) = A/ +m)(G—m+1)im—1).
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Beweis: Wie im Fall vom Bahn-Drehimpuls, beweisst man, dass —j < m < j, und man
beweist die Eigenschaften der Leiteroperatoren ji. (In diesen Beweisen wurden nur die
Kommutatoren der Drehimpulskomponenten Iy, Zy und [, genutzt. Daher konnen diese Be-
weise direkt auf den allgemeinen Fall angewandt werden.) Im Unterschied zu dem Fall vom
Bahn-Drehimpuls, muss nicht gelten, dass m ganzzahlig ist, da dies mithilfe von Koordinaten
bewiesen wurde. Stattdessen geht man wie folgt vor: Sei (j, m) ein Eigenwertpaar zu (j 2,52)
mit —j < m < j. Damit wiederholte Anwendung von §'+ nicht zu beliebig hohem m fithren
kann, muss j — m ganzzahlig sein. Ebenso, damit wiederholte Anwendung von j_ nicht zu
beliebig negativem m fithren kann, muss j + m auch ganzzahlig sein. Hieraus folgt, dass
25 = (j +m) + (j — m) ganzzahlig ist, d.h., j ist ganzzahlig, oder j ist ganzzahlig +1/2.
Wenn j ganzzahlig ist, ist m auch ganzzahlig, und wenn j ganzzahlig +1/2 ist, dann ist m
auch ganzzahlig +1/2.

Wichtige Bemerkung: Es wurde nicht bewiesen, dass alle mogliche j-Werte auftreten. Es
wurde nur bewiesen, dass die einzig moglichen j-Werte ganze Zahlen oder ganze Zahlen
+1/2 sind.

Fiir einen Massenpunkt (=in der Schrédingertheorie) gilt j = i, und nur der Fall 7 und
m beide ganzzahlig tritt auf. Aufgrund der allgemeinen Definition des Drehimpulses
kann man j ganzzahlig +1/2 im Allgemeinen jedoch nicht ausschlieSen.
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Skript zur 18. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 20. Juni, 2011.

13 Spin

13.1 Stern-Gerlach-Experiment

z
A Magnet (S)
—————————————————————————————————————————— >y
Magnet (N)
Obenansicht Frontalansicht

Ein Atomstrahl durchlauft ein inhomogenes Magnetfeld. Energie eines Atoms im Magnetfeld:
HB = —K- B,

mit p magnetisches Moment des Atoms. Der Atomstrahl trifft auf das Magnetfeld in der
Néhe von x = z = 0 (siche Figur). Hier gilt: B = B,e,. Wenn g nicht in die z-Richtung
zeigt, d.h. wenn fi,, pt, # 0, dann prazediert das magnetische Moment um die z-Achse mit
Larmor-Frequenz wy = 7B = uB/h. Durch diese Prézession oszillieren die zum Magnetfeld
B senkrechten Komponenten i, 11, des magnetischen Moments mit Mittelwert 0, wahrend
(- konstant bleibt. (Dies erfordert, dass die Geschwindigkeit v der Atome < woL.) In guter
Naherung gilt daher

F[B = _Hsz-
Nun ist die auf die Atome wirkende Kraft:
0B,
F=-V(—ubB,) =u,—
(=p=B2) = pa—-

Hiermit ermoglicht das Stern-Gerlach-Experiment eine Messung von .

Da p, proportional zum Drehimpuls [, ist, kann eine Messung von p, nur diskrete Ergebnisse
haben. Man erwartet also, dass der Atomstrahl beim durchlaufen des Magnetfeldgradienten
in eine diskrete Zahl van Strahlen aufgeteilt wird.
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e Erwartung auf Grund der Schrodinger Theorie: Ein Magnetfeld spaltet die Energie-
Eigenzustédnde mit Nebenquantenzahl [ in (2] 4+ 1) Niveaus auf, mit Abstrand ppB
zwischen den Niveaus (Normaler Zeeman Effekt). Der Atomstrahl wird beim Durch-
laufen des inhomogenen Magnetfeldes in (20 + 1) Strahlen aufgespaltet. Dies ist immer
eine ungerade Zahl.

e Experimentelle Beobachtung: Haufig (bei ungerader Ladungszahl Z) findet man eine
Aufspaltung in eine gerade Zahl der Niveaus. Insbesondere findet man eine Aufspaltung
in zwei Strahlen im Fall eines Atomstrahls mit H-Atomen im Grundzustand (Phipps
und Taylor, Illinois, 1927; Das Urspriingliches Experiment wurde 1922, Frankfurt, mit
Ag-Atomen ausgefiithrt). Auflerdem ist (fiir z.B. H) die Aufspaltung der Strahlen mit
einer Energie-Aufspaltung 2upB zwischen den Niveaus, nicht pp B, konsistent.

Zﬁ Magnet (S)

Losung: Uhlenbeck & Goudsmit (Leiden, 1925): “Das Elektron rotiert um seine eigene Achse
mit dem Drehimpuls //2. Fiir diesen Wert des Drehimpulses gibt es nur zwei Orientierungen
fiir den Drehimpulsvektor. Das gyromagnetische Verhéltnis ist fiir die Eigenrotation doppelt
so grof} wie fiir die Umlautbewegung.”

In anderen Worten:

e Das Elektron hat einen inneren Drehimpuls j der Grofle j = %, sodass j, nur die Werte
:I:g annehmen kann.

e Das zu dem inneren Drehimpuls gehorenden magnetischen Moment g ist

e .
p=—7j
mc

Um Verwechslungen des inneren Drehimpulses mit dem Drehimpuls der Umlaufbewegung

zu vermeiden,

e wird der innere Drehimpuls Spin genannt und mit dem Symbol s angedeutet, und
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e wird der Drehimpuls fiir die Umlaufbewegung Bahndrehimpuls genannt und mit dem
Symbol 1 angedeutet.

Das magnetische Moment eines Elektron in einem gebundenen Zustand ist dann

p=pp(l+gs),
mit g = 2; Der gesamte Drehimpuls des Elektrons ist j =1+ s.

Fiir den Spin s gibt es kein Aquivalent in der klassischen Theorie.

13.2 Eigenschaften des Spin—% Operators s

Wir betrachten nun ein Teilchen mit Spin 1/2, fiir das die drei Komponente des inneren
Drehimpulses s die einzigen relevante Freiheitsgraden sind. So ein System wird kurz als “ein
Spin 1/2” angedeutet.

e Der Operator 5, bildet einen kompletten Satz hermitescher Operatoren, da s, und s,
nicht mit §, vertauschbar sind und es auch keine nicht-triviale Kombinationen dieser
Operatoren gibt, die mit §, vertauschbar sind. Deshalb bilden die Eigenzustande des
Operators §, eine Basis flir die Drehimpuls-Zustande.

e Aus der allgemeinen Theorie fiir Drehimpulsoperatoren j angewendet auf den Fall
j = 1/2 folgt: Die zwei Eigenwerte von §, sind mh mit m = +1/2. Die zugehdrigen
Eigenzustédnde sind nicht entartet (weil der Operator §, einen kompletten Satz her-
mitscher Operatoren darstellt), und sie werden mit

m =1/2)
m = —1/2)

| 1) “Spin up”, (1)
| }) “Spin down” (2)

bezeichnet.

e Deshalb gilt 52 = (mh)® = (1/4)h*, unabhéngig von m. Ebenso: 5} = 52 = (1/4)h?
und 8% = 82 + &2 + 57 = (3/4)I”. Letzteres ist mit dem Ergebnis §* = 1/2(1/2 + 1)k”
der allgemeinen Theorie in iibereinstimmung.

e Aus der allgemeinen Theorie fiir Drehimpulsoperatoren j angewendet auf den Fall
j = 1/2 folgt: [3,, 8] = ihs,, zyklisch.
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® 5. = 5, £15, und umgekehrt:

<§x = §(§+ + §7), <§y = Z (§+ - S,) .

Aus der allgemeinen Theorie folgt, dass
S0 =0, s.[ D) =nl1),
ST =Bl L), 5]4) =0

e Ein allgemeiner Zustand eines Spin 1/2 wird durch die Koeffizienten ay, a; der §,-
Eigenzustande festgelegt,

) = ar| 1) +ayf 1)

Alternativ, kann ein solcher Zustand durch den Vektor

ay

aj
dargestellt werden. Solche Vektoren werden “Spinoren” genannt. Die Wirkung der
Operatoren 5, 3,, 5, kann dann als Matrix-Multiplikation mit den Spinoren dargestellt

werden. Aus §;| 1) = 0und §.|]) = h| 1) folgt dann, dass 5, (ar| T)+ay| })) = hay| 1),
oder, in Matrix-Notation:

(o) =n()=n(0 o) ()

$§+“:77h<8 (]j)

. 00 .
s_—h<1 0) sz—h<

13.3 Pauli-Spinmatrizen

Ebenso:

O wol—
| o

N[

N———

Fithren wir die Pauli-Spinmatrizen ein durch

h h h
Sx:—o'x’ Sy: =

2

so ergibt sich



Die drei Pauli-Matrizen werden haufig auch in einem drei-dimensionalen Vektor o kom-
biniert,

(Bemerkung: o ist ein drei-dimensionaler Vektor, dessen Elemente 2 x 2 Matrizes sind!)

Eigenschaften der Pauli-Matrizen:

2 _ 2 _ 2 _
e o0, =0,=0;,=1,

e [0,,0,] = 2ic, und zyklisch,

{o4,04} = 0,0, 4+ 0,0, = 0 und zyklisch (“Antikommutator”),

tr o, = 0 und zyklisch,

e det o, = —1 und zyklisch,

Fiir beliebige Vektoren a und b: (o -a)(o -b) = 1(a-b) +io - (a x b).

13.4 Raumliche Freiheitsgrade und Spin
Pauli-Schrodinger-Theorie des Elektrons:

e Die Operatoren 5., 5,, 5. fiir den inneren Drehimpuls des Elektrons sind mit allen
Operatoren fiir die rdumlichen Freiheitsgrade (r, p und deren Ableitungen wie 1, V()
usw.) vertauschbar;

e Die Operatoren 5., r bilden einen maximalen Satz vertauschbarer Operatoren.
= Die Zusténde |r,7) und |r,|) bilden eine (J-Funktion normierte) Basis fiir den
Hilbertraum.
r,1) ist Eigenzustand zu £ mit Eigenwert r und zu §, mit Eigenwert 1h. |r,]) ist f-
Eigenzustand zum Eigenwert r und 5,-Eigenzustand zum Eigenwert —%h.

Ein allgemeiner Zustand |¢)) wird dann durch

) = [ dr )ie 1+ o)l 1)

gegeben, wobei

Yp(r) = (x T [Y), () = (r][).
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Die beiden Funktionen ¢4 (r) bilden eine “Spinor-Zustandsfunktion”
< 1 (r) ) .
Wy (r)

/ dr (|93 () + [ @) = 1.

Normierung:

In der Spinor-Notation wird die Wirkung der Spin-Operatoren 3,, 3, und 5, durch die Pauli-
Matrizen gegeben. Die weiteren Operatoren werden auch als 2 x 2 Matrizen dargestellt.
Beispiele:
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Skript zur 19. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 24. Juni, 2011.

13.5 Weitere Eigenschaften des Spin 1/2

1. Die Zustéande | 1) und | }) sind zwar Eigenzustédnde der z-Komponente §, des Spin-
Operators s, sie stellen aber keine Zustande dar, in der der Drehimpuls nur in die
z-Richtung zeigt.

Denn: §2 und 82 = 1h% in den Zusténden | 1), | |) (so wie in jedem Zustand). Man
kann das graphisch so darstellen:

2. Der Operator s - e stellt die Komponente des Spin s in der Richtung eines beliebigen
Einheitsvektors e dar. Wenn wir schreiben

cos ¢ sin 6
e=| sin¢gsinf |,
cos 6

dann findet man, dass der Operator S - e in Spinor-Notation durch die 2 x 2 Matrix

h( cos 0 Sin96i¢’>

s-e= — : ~
2 \ sinfe® —cosb

dargestellt wird. Die Eigenwerte dieser Matrizen sind +//2 und die Eigenzusténde
sind (bis auf einen beliebigen Phasenfaktor):

cos(0/2) | 1) +sin(6/2)e™| |)  zum Eigenwert /2,
sin(f/2)e™| 1) — cos(#/2)| 1) zum Eigenwert —h/2.
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Insbesondere sind die Eigenzustande zu 5, und 5,:

. (| +14)) zum Eigenwert h/2,

S - (|1 —|4)) zum Eigenwert —h/2,

. \/L§1(| T) +il]))  zum E%genwert h/2,
—75 (7| 1)+ 1)) zum Eigenwert —h/2.

2

2

Sk

13.5.1 Anwendung: Sequentielles Durchlaufen eines Stern-Gerlach-Apparates

Wir betrachten nun einen Atomstrahl, der mehrere Stern-Gerlach Magneten sequentiell
durchlauft. Durch rotieren des Apparats, kann nicht nur die z-Komponente des Spins s,
gemessen werden, sondern auch s,. (Da §, und §, nicht vertauschbar sind, ist es nicht
moglich, beide Komponente gleichzeitig, d.h. im gleichen Magnet, zu messen.)

Der erste Stern-Gerlach Apparat ist so ausgerichtet, dass eine Messung von s, stattfindet.
(Magnetfeld B in der z-Richtung im Zentrum des Magnets und Gradient 0B,/0z # 0.) Der
eintretende Atomstrahl wird dann in zwei Strahlen mit gleicher Intensitat aufgespaltet. Der
Atomstrahl mit Atomen mit s, = —h/2 wird absorbiert, der Atomstrahl mit Atomen mit
s, = h/2 wird in ein zweites Stern-Gerlach weitergeleitet.

] Strahl wird absorbiert ] Strahl wird absorbiert
Wir vergleichen nun den Fall, in dem der zweite Apparat ebenso eine Messung von s,
ausfithrt, und den Fall, in dem der zweite Apparat eine Messung von s, ausfiithrt. (Im
letzten Fall: Magnetfeld B im zweiten Apparat in der z-Richtung im Zentrum des Magnets
und Gradient 0B, /0z # 0.)

1. Nach dem Durchlaufen des 1. Stern-Gerlach Apparates gibt es nur H-Atome im s,-
Eigenzustand mit Eigenwert %h. Deshalb erfolgt keine weitere Aufspaltung des Atom-
strahls wenn das zweite Stern-Gerlach Apparat wiederholt s, misst.

2. Im Fall, dass der 2. Stern-Gerlach Apparat die z-Komponente s, misst, ist es hilfre-
ich, die Spin-Zustande der Elektronen, die sich nach dem Durchlaufen des 1. Stern-
Gerlach Magnets im “oberen”, durchgelassenen Strahl befinden, in der Basis von §,-
Eigenspinoren |+)  zu schreiben. Die §,-Eigenzustiande |£)  sind

1 .
|£), = E(] 1, £1]1),), zudem Eigenwert +h/2,
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wobei | 1), der §.-Eigenspinor zum Eigenwert h/2 ist. Hieraus folgt, dass

1
[ 1). = 7 () +1-)0) -

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine s,-Messung in diesem Zustand das Ergebnis +h/2
gibt ist je 1/2. Deshalb wird der Atomstrahl beim Durchlaufen in zwei Atomstrahlen
mit gleicher Intensitat aufgespaltet.

Strahl wird absorbiert

] Strahl wird absorbiert

3. Wenn einer von diesen Atomstrahlen nun in einen dritten Stern-Gerlach Apparat, der
wieder s, misst, gefiilhrt wird, so wird der Atomstrahl wieder in zwei Strahlen mit
gleicher Intensitat aufgespaltet. Der Grund ist, dass die Atome in einem der beiden §,
Eigenzusténde |+), sind nach der Messung von s, im 2. Stern-Gerlach Apparat. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Messung von s, das Ergebnis +h/2 gibt ist je 1/2 (fiir
beide Strahlen separat).

13.5.2 Anwendung: Larmor Prazession

Betrachte ein Spin 1/2 in einem (homogenen) Magnetischen Feld By = Bye..

e Die klassische Bewegungsgleichung ist:

ds
—=uxB
dt ”l' 07
wobel
eg
H=5—S
2me

mit g = 2 das klassiche magnetische Moment ist. Hieraus folgt, dass

dp eg
—_— = — By = 2
dt 2mc“ *Bo=wrp e

Diese Gleichung beschreibt eine Prézession mit Larmor Frequenz w; = egBy/2mc =
vBy. (v = eg/2mc: gyromagnetisches Verhéltnis.)
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beschrieben, wobei fi = 7§ der quantenmechanische Operator zum magnetischen Mo-
ment ist und wy, = egBy/2mc die Larmor Frequenz. Die Energie-Eigenzustiande sind
die §,-Eigenzustande | 1) und | |) und die zugehdrigen Energie-Eigenwerte sind —fuwy, /2
bzw. hwy, /2w, mit w;, = egBy/2me. Die Zeitabhingigkeit der Energie-Eigenzustinde
| 1) und | |) wird dann durch

Lwyt

[T @) =€e"Z[1), [L®)=e"5F[1)

gegeben.

Wenn wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 den Spin-Zustand als Eigenzustand von § - e, mit e
ein beliebiger Einheitsvektor, wahlen, d.h.

0t = 0)) = cos 5] 1) +sin 26 1),

wobei ¢ und ¢ die Polarwinkel zu e sind, dann finden wir

[¥(1) = (COS g| 1) + sin gei(¢_th)| “) R

Dieser Zustand beschreibt eine Prézession des Spins um die z-Achse mit Frequenz wy.

Bemerkung: Der oben herausgezogene Phasenfaktor ¢} ist ohne physikalische Be-
deutung.
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13.5.3 Anwendung: Magnetische Resonanz

Zum zeitunabhangigen Feld By in z-Richtung, addieren wir nun ein schwaches, zirkular
polarisiertes Magnetfeld By (t) senkrecht zu By:

B (t) = By [cos(wit)e, — sin(wit)e,].
e Klassisch gilt wieder die Bewegungsgleichung

dp eg
— = ——u x B(1).
dt 2mcu ®)
Diese Gleichung lédsst sich am Besten im Referenzsystem losen, in dem B; zeitun-
abhéangig ist. Dieses Referenzsystem rotiert mit einer Winkel-Geschwindigkeit —w;
um die z Achse. Das magnetische Moment im mit-rotierenden Referenzsystem wird
mit @1 bezeichnet und gentigt der Bewegungsgleichung
d d
W | B + wie, x p(t)
dt dt im mit-rotierenden Referenzsysstem
= [at) x (Qe, — Awe,).

Hier ist 2 = egB;/2mc die “Rabi Frequenz” und Aw = w; — wy. Diese Gleichung
beschreibt eine Priizession um ein “effektives Magnetfeld” Beg = (Qe,—Awe.)/(eg/2mc)
mit Frequenz ' = /(Aw) + Q2. Resonanz tritt auf, wenn Aw = 0. In diesem Fall
findet die Prézession (im mit-rotierenden Referenzsystem) um die x Achse statt, und
rotiert ein urprunglich in der positiven z-Richtung ausgerichtetes magnetisches Mo-
ment ganz bis zur negativen z Richtung und zuriick. Diese Rotation findet fiir be-
liebig schwache Felder By (¢) statt. Experimentell wird Resonanz dadurch festgestellt,
dass die Energie des zeit-abhéngigen Magnetfeldes B, bei der Frequenz w; = wy am
starksten absorbiert wird.




Erlauterung: Die Rotation des mit-rotierenden Referenzsystems wird durch die Rotations-
matrix R, ;) beschrieben, wobei

cosn —sinn 0
Ry= | sinp cosn O

0 0 1

und 7(t) = —wit. Man tiberpriift, dass By (t) = BiR_u,¢€s, so dass B, = R, :Bi1(t) = Biey
zeitunabhéngig ist. Dann gilt fi(t) = Ry, +p(t), und damit auch:

dj
dt

d
%Rwltlj’(t)
dRmt d“(t)
—sin(wit) —cos(wit) 0 eg
w1 cos(wit) —sin(wit) 0 | p(t) + Q—mchlt(p(t) x B(t))
0 0 0
e
wies X Ruypt(t) + 5 (Rupupa(t)) x (RuyyB(D))

~ €g . ~
wiey X [t + —gp,(t) x B
2me
p(t) X (wpe, + Qe, — wie,).

In der quantenmechanische Beschreibung eines Spin 1/2 &dndert sich durch das Zufiigen
des zeit-abhéngigen Magnetfeldes By (¢) der Hamilton-Operator des Spins um

2me 2

) 6931 h 0 6iw1t 1 0 eiwlt
H, = —HK Bl(t) = - Py ( e~ iwit 0 ) = _éhQ e~ lwit 0 )

wobei 2 = egB;/2mc die Rabi Frequenz ist. Wir schreiben nun die Losung der
Schrodinger-Gleichung als

[¥(1)) = ar ()] 1) +a ()] 1)

Dann finden wir aus der Schrodinger Gleichung ihd|i(t))/dt = H|i(t)), dass:

d Wi, Q iw
imar(t) = ——ap(t) — e Yay(t),

. d Q iw Wi,
Z%G\L(Zﬁ = —56 1taT(t) + 7(l¢(t)



Um diese Gleichungen zu losen, setzen wir

bT (t) = (ZT (t)é’_iwlt/Q,

bJ,(t) = a¢(t)eiw1t/2.
Bemerkung: Diese Transformation gleicht einer Transformation in das Ruhesystem des Feldes
By (t).
Die Bewegungsgleichung fiir die Amplituden b4(t) and b (t) wird dann:

d Aw Q
ZabT(t) = 7%@) - §b¢(t),
d Q Aw
Zabi(t) = —§bT(t) - Tbﬂ),

mit Aw = w; — wy. Wir l6sen diese Gleichungen nun mit [(t = 0)) = | 1), d.h.

Die Losung ist:

Ot i(Aw) | Ut

bi(t) = cos - " g S
Q.
b(t) = ZQ—/ sin 715’

wobei Q' = /(Aw)? + Q2.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Messung des Spins zum Zeitpunkt ¢ den Wert —h/2
gibt, ist dann

,T

Lo
Pl = a5

t
Wenn Aw = 0, d.h. wenn die Frequenz w; des zeit-abhangigen Magnetfeldes B; und

die Larmorfrequenz des Feldes By gleich sind, kann sogar P, = 1 auftreten, auch fiir
beliebig schwache Felder B (?)!

Bemerkung: Der Fall eines schwachen zeitabhéngigen Feldes B (¢) mit linearer Polarisierung,

B (t) = By cos(wit)ey,
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lasst sich dadurch 16sen, dass man ein solches Feld als Linearkombination zweier Felder mit zirku-
larer Polarisierung, d.h. mit Frequenzen w; und —wy, betrachtet. Die Resonanzbedingung Aw =0
kann nur fiir eine Frequenz erfiillt werden, und die Komponente des zeitabhédngigen Feldes mit der
entgegengestellten Frequenz kann vernachlassigt werden. Diese Anndherung wird die “rotierende-
Welle Annéherung” genannt (“rotating wave approximation”).
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Skript zur 20. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 27. Juni, 2011.

14 Feinstruktur

14.1 Relativistische Korrekturen zum Wasserstoffspektrum

Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms,

g_p

2m r
wirkt nicht auf den Spin-Freiheitsgrad des Elektrons. Wenn Spin einbezogen wird, wird
die Entartung der Energie-Eigenwerte des Wasserstoffatoms verdoppelt im Vergleich zur
im Abschnitt [[0.4.3] behandelten Theorie. Die Eigenzustinde werden |nlmmy) geschrieben,
wobei der Spin-Quantenzahl m, = +1/2. Der zugehorige Energie-Eigenwert E,, = ¢2/nay

und die Entartung ist nun 2n2.

Wir haben gesehen, dass ein Magnetfeld die Energie-Figenwerte des Wasserstoffatoms aufs-
paltet (Zeeman-Effekt.) Aber auch ohne Magnetfeld findet man bei genauer experimenteller
Betrachtung, dass die Energieniveaus des H-Atomes aufgespalten sind.

ag =3 _Egg
= \ (4)
(8) n=2 ~ezzioo- (4)
(4)
=1
@ —— )
(entartung) (entartung)

Diese Aufspaltung wird von drei weiteren Beitrdgen zum Hamilton-Operator erklart, die
ihren Ursprung in der relativistischen Dirac-Theorie des Elektrons haben. Diese sind:

1. Eine relativistische Korrektur zur kinetischen Energie
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2. Spin-Bahn-Kopplung
- 1 ~1d
Hy=—%=s8 -1-—V(r
0 2m2e? rdr (),
Bemerkung: Im Ruhesystem des Elektrons kreist das Proton um das Elektron und jenes
spiirt ein Magnetfeld B = —v x E/c. Die Zeeman-Energie des Elektrons ist dann

e 2
TS BT s (VX E)
mit do oV
r r
E=-— - =___
ve rdr re dr
und p = mv folgt dann:

1 1dVv
——5s-1-—.
m2c2 rdr
Diese heuristische Herleitung ist um Faktor 2 zu gro8. Grund: Ruhesystem des Elektrons ist
kein Inertialsystem. Losung: Exakte Herleitung aus der Dirac-Gleichung (QM2).

Zeeman-Energie =

3. Der sogenannte “Darwin-Term”

X B2 hZe?
i V2V = 222 5r).

8m2c? 2m?2c?

Um den Effekt dieser drei Korrekturen zu verstehen, kann man Storungstheorie anwenden.
Da die (ungestorte) Energieniveaus entartet sind, braucht man Stérungstheorie fiir entartete
Niveaus.

e Die Operatoren H,o und Hp enthalten aber keine Operatoren 1, s, sodass sie diagonal
sind in der Eigenbasis |[nlmms). Die Energieverschiebung durch H, ist dann

- mc*(Za)t [ n 3
(nlmmyg| Hyq|nlmmy) = — 5 <l +% — Z) 7
mit
e 1
~ he 137
die sogenannte “Feinstrukturkonstante”. Die Energie-Verschiebung durch Hp, ist
mc?(Za)t
Immg|Hp|nlmm,) = —————0;¢.
(nlmmg| Hp|nlmm) o3 OO

Beide Verschiebungen hangen nicht von den Quantenzahlen m und my ab.
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e Um die Energieverschiebung durch H, 7u bestimmen, ist es notig, das 1-8 -Eigenwertproblem
bei fester Haupquantenzahl n zu l16sen, damit Storungstheorie fiir entartete Energie-
Eigenwerte angewendet werden kann. Da 1 - § mit 12 und §2 vertauschbar ist, kann
man sich bei der Losung des 1- s -Eigenwertproblems weiter auf Zustdnde mit festen
Quantenzahlen [ und s beschranken. (Hier ist s die Quantenzahl, die zur Eigenwert
h%s(s + 1) des Operators §? gehort. Fiir Elektronen gilt immer, dass s = 1/2.) Aus
der Identitat .

i-§=§ (1+8)2—1%2— 82
geht hervor, dass man dquivalent das Eigenwertproblem des Gesamtdrehimpulses j =
1 + s bei festem n, [ und s l6sen kann. Wir werden dieses Problem nun in einer
allgemeinen Fragestellung 16sen.

14.2 Addition von Drehimpulsen

Wir betrachten nun ein abstraktes quantenmechanisches System, wofiir der Drehimpuls j die
Summe von zwei unabhangigen beitragen j; und js ist,
J=Ji1tJ2

Die Drehimpulse j; und js gehoren zu verschiedenen Freiheitsgraden (z.B. Spin und Bahn),
sodass

[i1.d2)=0.
Die Summe j ist auch als Drehimpuls zu betrachten (im Sinne der allgemeinen Theorie), da

der Kommutator o
[§2> jy) =ihj. und zyklisch.

Aus der allgemeinen Theorie folgt dann, dass die Eigenwerte des Operators j2 der Form
h%j(j+1) sind, mit j ganzzahlig oder ganzzahlig +1/2, und dass die Eigenwerte des Operators
J. der Form Am sind, mit m = —j,—j5+1,...,7.

Beweis: Aus [j las jly] = ihj1. und [jgm, jgy] = ih}gz] folgt, dass

[jxa jy] = [j lx, jly] + [j 1z, j2y] + [j 2z, jly] + [jQza j2y] = Zhj 1,z + ith,z = Zh‘}z

Es gibt nun zwei mogliche Weisen Zustande zu enumerieren:

1. Als “Produktzustande”
|jimajama) = [jima)|jama),

die Eigenzustinde der Operatoren j2, j1., j2, jo. sind.
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2. Als Zusténde |jmji1Jo), die Eigenzustéande der Operatoren 2, 7., j2 und ;2 sind.

Bemerkung: Das dies tiberhaupt moglich ist, folgt aus der Tatsache, dass j% und j% sind mit
j vertauschbar sind:

[Ja.]%] = [Jla.lﬂ + [.]2,,]%] =0 usw.

Problemstellung: Welche j-Werte treten auf (bel J1,J2 gegeben)? Laut allgemeiner Theorie
sind die zugehorende m-Werte dann m = —j,-- -, j. Gibt es noch weitere Entartungen?

Ergebnis:
e Die moglichen Werte von j sind |71 — jo| < 7 < J1 + Jo.

e Es gibt keine weitere Entartung. Bemerkung: Da wir nun zwei verschiedene Bases
haben, kann man Basiszustiande der 2. Form als Linearkombination von Basiszustande
der 1. Form schreiben:

limjija) = Z |j1ma o) (Jima jama|jmygi j2) .

mi;me=m—m1

Die Koeffizienten (ji;myjoms|jmjije) werden “Clebsch-Gordon Koeffizient” genannt.
Es gibt Tabellen in den meisten QM-Biichern.

Begriindung: Die letzte Behauptung folgt daraus, dass die operatoren ;2, jz, j% und i% einen
kompletten Satz bilden. (Dies folgt aus der Tatsache, dass man aus den Operatoren j; und jo keine
nicht-triviale Operatoren bilden kann, die mit diesen Operatoren vertauschbar sind.)

Um die erste Behauptung zu beweisen, 16sen wir das jQ,jz—Eigenwertproblem bei festen Quanten-
zahlen j; und jo. Wir bestimmen zuerst die moglichen Eigenwerte des Operators j, und deren
Entartung.

Eine Basis fiir dieses Eigenwertproblem besteht aus den Zustdnden ’]1m1>| jama). Die Zahl der
Basiszustande ist (251 + 1)(2j2 + 1) Da j, = j1» + j2» sind die moglichen j,-Eigenwerte sind mh
mit m = mq + mg. Der maximale ]z -Eigenwert ist Am mit m = j1 + j2, m1 = j1 und me = jo.
Dieser Eigenwert ist nicht entartet, da es nur eine mogliche Kombination der Quantenzahlen mq
und me gibt um diesen Eigenwert zu erreichen.

Wir schauen uns nun der nachstgrosste ﬁz-Eigenwert an. Dieser Eigenwrt ist Aim mit m = j1+j2—1.

Er ist zweifach entartet, weil m = (j1 — 1) + j2 und m = j; + (j2 — 1). In dieser Weise findet man,
dass die Entartung der j,-Eigenwerte immer um eins zunimmt, wenn die Quantenzahl m um eins
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abnimmt. Dies geht so weiter bis zur Quantenzahl m = |j; — j2|, mit Entartung min(jq, j2)+1. Fir
|m| < |j1 — j2| bleibt die Entartung dann unveréndert. Fir m < —|j; — j2| nimmt die entartung
dann wieder Schrittweise ab, bis zum niedrigsten m-Wert, m = —j; — jo, der nicht Entartet ist.
Die Figur unten zeigt eine Illustration der Entartungen fiir den Fall j; = 4, jo = 2.

m Entartung

mei

m—|jl—1 | |

11 Iz ‘11 Jz 0 ‘Jl 12 i*is

“1hh

Nun bestimmen wir die moglichen Eigenwerte A2j(j+1) von 72. Wir fangen mit dem Eigenzustand
zu m = ji + jo an. Dieser Eigenzustand ist nicht entartet. Er ist: [j171)]j272). Es gilt

-l [g2g2) = <5l+ +52+) |7171)|7272) = 0.

Aus der allgemeinen Theorie folgt dann, dass |j171)[j2j2) ist ein jQ—Eigenzustand zum Eigenwert
h%j(j + 1) ist, mit j = j; + jo. Zusammenfassend:

|(J1 + J2) (1 + J2)did2) = |jij1)|d2d2)-

In der allgemeinen Theorie haben wir gesehen, dass dieser Zustand der oberste “Tritt” einer “Leiter”
ist, der aus den 2(j; + j2) + 1 Zustédnde besteht, die durch mehrfachen Anwendung des Operators
j— erzeugt werden,

J-lgmiige) = b/ (G +m)(G —m+ D)]i(m — 1)jija), m > —j.

Insbesondere ist der Zustand

1 .
——J |j1j1)|J2J2) = (]1 9141 ]7272)) + |17172— |J2]2>)
hn/2(j1 + j2) 201 + ja)

= \/ \j1]1 |l72(j2 — 1))

ein gemeinsamer Eigenzustand zu den Operatoren j? und j, mit Eigenwerten h2j (j + 1) und hm,
wobei j = j1+jo und m = j;+jo — 1. Da der j,-Eigenwert hi(j1 + j2 — 1) zweifach entartet ist, muss

|]1 g1 — 1)|j272))
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es noch einen zweiten (orthogonalen) Zustand mit j,-Eigenwert (j; + jo — 1)h geben. Fiir unser
Beweis ist es nicht wichtig diesen Zustand genau zu kennen, aber man findet ohne viel Rechnerei,
dass es sich um den Zustand

J1o . jo N
_1 _ _1
J1+ ja 7191192 (j2 ) it l71(J1 N g2g2)

handelt. Man tiberpriift nun, das j’+ diesen Zustand vernichtet (entweder durch explizite Berech-
nung, oder durch die Begriindung, dass wenn dies nicht der Fall ware, wir einen zweiten Zustand
mit j,-Eigenwert h(j1+j2) haben sollten, den es aber nicht gibt). Hieraus folgt, dass dieser Zustand
ein Eigenzustand des Operators j2, zum Eigenwert h2j(j + 1) mit j = j; + jo — 1. Explizit finden
wir also:

+ 99 —1 + 99 —1 = 1/ - ; -1)) — \/ - ; -1 .
’(]1 J2 )(]1 J2 )Jl]2> T+ s |]1]1>|]2(]2 )> T+ \]1(]1 )>|J2J2>

Durch wiederholte Anwendung des Leiteroperators j_ = ji_ + jo— erzeugen wir dann die weiteren
Zustande |(j1 + jo — 1)mj1j2) mit m = —(j1 +j2 — 1),... (j1 +j2 — 1).

Dieser gleiche Argument kann nun fiir jeden kleineren ;. Eigenwert Am wiederholt werden, bis zu
m = |j1 — jal.
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Skript zur 21. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 1. Juli, 2011.

14.3 Anwendung auf die Spin-Bahn-Kopplung

Wir wenden nun diese allgemeine Ergebnisse auf den Fall j; =1 und j, = s an. Wir finden
so, dass die moglichen Eigenwerte h%j(j + 1) des Gesamtdrehimpulsoperators j2 durch

. l+41 (wenn!>1)
7= 1 (wenn [ = 0)
! =

gegeben werden. Die zugehérige Eigenzustéinde werden mit [jml) mit m = —j, ..., j angedeutet.
Der Spin-Bahn Hamilton Operator Hgo ist diagonal in dieser Basis, und mithilfe der Gle-

ichung
N 1 /-~ A
1-§:§<j2—l2—§2>

finden wir, dass

(gl Bsolnjmi) = [+ 1)~ 10+ 1) ~ s(s + 1)

]_ 2 ) ]_ d 62
W/d ()2 55 (—7

m(Za)' L G=l+)
A+ D+ 1) { -

fiir > 0 und
(njml|Hgo|njml) = 0
fir [ = 0.

Alle drei Korrekturen zusammen ergibt dann:

e2Z% (Za)* (3 n
Anjmtcht = Sant 2 (Z g+ %)

Dieser Energie-Eigenwert wird mit "l; bezeichnet, wobei fiir den Nebenquantenzahl [ die
spektroskopische Notation [ = S,P.D,F,. .. verwendet wird.
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Skript zur 22. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 8. Juli, 2011.

15 Zeitabhangige Storungstheorie

15.1 I"Jbergangswahrscheinlichkeit

Betrachten wir nun den abstrakten Fall eines Teilchens mit Hamilton Operator
H(t) = Hy + Hy(1),

wobei H(t) eine “relativ kleine” Storung ist.
Beispiele:

e M, ist Hamilton-Operator fiir zwei isolierte Systeme; H; beschreibt eine (schwache)
Wechselwirkung.

o H, ist Hamilton-Operator fiir ein isoliertes System; H, beschreibt den Einfluss eines
elektrischen oder magnetischen Feldes.

Annahme: Das Spektrum des Operators Hy ist bekannt und diskret:
Zum Zeitpunkt t = 0 ist das System in einem Hy-Eigenzustand |¢).

Problemstellung: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System bei einer Messung zu
einem spéateren Zeitpunkt ¢ in einem anderen Hy-Eigenzustand |¢¢) gefunden wird? Diese
Wabhrscheinlichkeit wird als P;(t) geschrieben.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit P5(t) kann wie folgt aus einer exakten Losung der Schrodinger-
Gleichung berechnet werden: Sei |¢(t)) die Losung der Schrodinger-Gleichung

L, 0 A

2 (e)) = Ho()
mit H = Hy + H; und [4(0)) = |¢), dann gilt:

Pu(t) = [(wrlu ().
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Eine exakte Losung der Schrodinger-Gleichung ist meistens unmoglich. Deshalb: Entwick-
lung in Potenzen von H;. Dieses Verfahren wird nun beschrieben. Es wird “zeitabhangige
Storungstheorie” genannt und wurde von Dirac entwickelt.

Fiir einen allgemeinen Zustand 1 (t) gilt, dass man diese in den Basiszustanden |i;.) entwick-
eln kann
=D alt)lvn)  mit e(t) = (Grlv ().
k

Ohne Stérung H; gilt
cr(t) = ck(O)e_hE’“t

da

ex(t) = (Wl (8)) = (ule T ap(0)) = e 7P (1 |45(0)).
Daher schreibt man (mit Stérung H,)

cu(t) = Cp(t)e B,
(Ohne Stoérung H; wire &, zeitunabhiingig.)

Aus der Schrodinger-Gleichung folgt nun, dass einerseits
0 .\ N
iholo(®) = (Ho+ ) ()
= 37 Bian(t)e m ) + > Gt ),
k k
wahrend anderseits

L) = maﬁz (e HP gy
= mzack )+ B (e ).
k

Man nimmt nun ein Skalarprodukt mit (¢,,|:

dey,
Zhi ch e B g | H |4

Man sucht nun eine Losung mit &,(0) = d,;; die gesuchte Ubergangswahrscheinlichkeit ist
dann

Pi(t) = [ ().
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Diese Losung kann gefunden wurden als Entwicklung von Potenzen in H,. Man schreibt
) =800 + @) + ...

wobei &) proportional ist zu (ﬁl)j . Ohne Stérung H; galt, dass ¢n(t) zeitunabhéngig ist.

Daraus folgt, dass ¢ (t) = 0. Fiir ¢! findet man dann

det (t)

1 ~ (g _
ED = 3 Wl () ) eF BB ()
k

(Rechts erscheint der 0. Ordnung Koeffizient Eé;o) (t), da es schon einen expliziten Faktor H;
gibt.) Mit E;O) (t) = d; folgt hieraus dann, dass

7

t .
0

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit P5(t) ergibt sich dann, dass

9 2

1 ¢ A 3 L\ 4/
Py(t) = ‘E{fl)(t) A /0 dt' (e | Hy () |1f;)en Fr— Bt

15.2 Beispiel: Harmonischer Oszillator in einem zeit-abhangigen
elektrischen Feld FE(t)

Als einfaches Beispiel betrachten wir nun einen ein-dimensionalen harmonischen Oszillator
der Masse m, Frequenz w und Ladung e in einem zeit-abhangigen elektrischen Feld E(t).
Der Hamilton-Operator ist dann

R R R R P 1 R

H(t) = H(] + Hl(t), H[) = 2_ + §mw2:1:2, Hl(t) = —EE(t).ﬁi'

m

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist der Oszillator in dem Hy-Eigenzustand |n;). Die Matrixelemente
der Storung H; sind, in der Hy-Eigenbasis:

(/| Hiln) = —eB(t)(n'|i|n).

Mit



ergibt dies

. _eB(t
(n'|Hy|n) = % (\/%5”,7”_1 2+ 1)5,1,,”“) .

Hieraus folgt, dass nur I"Jbergangswahrscheinlichkeiten zu Zusténde |ng) mit ng = n; £ 1 nicht
null sind (in 1. Ordnung). Mit E,, 1, — E,, = +hw findet man dann, dass

2

(ni + 1)e? /t s it
Poiin(t) = ——— dt'E(the™" | |
* 2hmw 0
n;e’ ! / / jwt’ ’
Poin() = / ()|
2hmw | J,

Bemerkungen: Die Ubergangswahrscheinlichkeit P, 41, (t) ist klein, wenn E klein ist. Dies
bleibt so fiir beliebig lange Zeit ¢, es sei denn E(t) ist proportional to e**!. In dem Fall ist das
Feld mit dem Ubergang |n;) — |n) resonant, und wichst die Ubergangswahrscheinlichkeit
mit der Zeit ¢ an.

15.3 ["Jbergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
Unter bestimmten (haufig auftretenden) Bedingungen hat P;(t) die Form
Pﬁ<t) = Fﬁta

wobei I'; die “Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit” ist. Um das Ergebnis fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit Pg(t) in diese Form zu bringen, brauchen wir zuerst einen math-
ematischen Hilfssatz:
t
/ dt/e’iat/
0

2
Beweis: Sei F(a,t) = ’ fg dt’ett ‘ . Dann gibt explizite Berechnung, dass

2

lim = 27t ().
t—o0

1.0k

F/t2

a8t

a6

~+

sin?(%})

a?

o4L

F(a,t) =4

ozf

at
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Aus

00 o'} 102
/ Fla,t) = 2t/ A2 — ort
Xz

—0o0 —00

folgt, dass F(a,t)/27t eine Darstellung der d-Funktion ist, im Limes ¢t — oo.

Bemerkung: Da die J-Funktion nur “in einem Integral” definiert ist, hat dieser Hilfssatz nur
eine Bedeutung, wenn die Funktion F(a,t) = | [; dt'ei”|? iiber a integriert wird.

Fiir die weitere Berechung miissen wir nun zwischen zwei Falle unterscheiden.

1. Fall: Der Hamilton-Operator H, hat ein diskretes Spektrum, aber die Energie-Eigenwerte
liegen sehr dicht aufeinander. Wir betrachten Pg(t) fiir einen Satz {df } moglicher Endzustdnde
|f), fiir den Fall, dass

—~

e es nur Sinn macht 3,4 Pi(t) auszurechnen,

e die Matrixelemente (f|H;|i) unabhéngig von |f) sind fiir f € {df},

e die Energie-Eigenwerte F fiir f in {df} so dicht aufeinander liegen, dass

Z A(Ef) — Vdf(Ef)dEf,
fe{df}

wobei vy (E) die “Zustandsdichte” der Zustdnde in {df} ist, und dE; die “GroBe”
von dem Satz {df} moéglicher Endzustdnde im Energie-Raum. A ist eine willkiirliche
Funktion.

moegliche Endzustaende |[f:

Satz {df}{ P I dE;

la. H, ist zeit-unabhangig:

1 A~ 2 t i /
Pt = gl | [ are i
t grol 27w NE
B e oE - B).




Hier haben wir die oben hergeleitete Identitat benutzt. Dann folgt:

2 2

= = [ent iy

Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit zu irgendeinem Zustand im Satz {df}
ist dann:

I/df(EZ‘).

Dieses Ergebnis wurde von Fermi die “goldene Regel” genannt.

2 N
Ciaryi = 7 (£ Hql7)

:

1b. H; hat eine harmonische Zeitabhangigkeit,
ffl (t) = .lee_th + I{IIwei“t.

Dann folgt ahnlich wie im Fall 1a:

2 - 2 2 R 2
Iy = % (f|H1w|i)‘ §(E; — By — hw) + % ((fijw i>‘ 5(B; — By + hw)
und daher
2 NN 2 aro ]2
Dy = = [ ()| var (B + h) + 5 [T var (B — hwo).

Wenn E; > E;: Absorption; R
Wenn E; < E;: Emission (stimuliert von der “Stérung” Hy).

2. Fall: H; beschreibt eine inkohirente lineare Superposition von “Storungen” mit Fre-
quenzen w. Die “Dichte” der Frequenzen ist p(w).

Fiir eine feste Frequenz kennen wir I'y bereits (siehe Fall 1b, oben). Fiir die angelegte
inkohéarente Superposition finden wir dann:

2 ~ o ? : L — B
O = 22| )| p(en). mit wg = 25
A h
wenn Ey > E;, und
o R . 2 . Ei - F
Do = 25 [GHLID| plwr), mit we = ==,

wenn By < E;.

141



Skript zur 23. Vorlesung “Quantenmechanik”, Montag den 11. Juli, 2011.

15.4 Anwendung: Strahlungsiibergiange in einem H-Atom
Wir betrachten nun ein Wasserstoffatom in einem zeitabhéngigen elektischen Feld E(t),

~ ~ ~ ~ p2 62 ~
H:HQ+H1, HOZ——— H1:—€E(t)f',
2m r

Bemerkung: Man erwartet, dass Strahlungsfelder mit Frequenz w =~ |Ef — Ei|/h < e%/agh fiir
Ubergé'mge zwischen den Energieniveaus verantwortlich sind. Diese haben eine Wellenldnge A >
aphc/e? = %2 mit o &~ 1/137 die Feinstrukturkonstante. Hieraus folgt, dass A > a¢ und man kann,
innerhalb des Atoms, das elektrische Feld als rdumlich homogen betrachten. Diese Naherung ist als
die “Dipolnaherung” bekannt, weil die Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld als H =-E-D

geschrieben werden kann, wobei D = er das Dipolmoment des Atoms ist.

Wir schreiben nun (mit Polarisationsvektor €):

E(t) =) (B.e ™ + Ele)e,

w

wobei die Summe iiber Frequenzen mit dichte p(w) ist. Die Energiedichte des elektrischen

Feldes ist
|E.|”

2m
Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ist:

p(w)dw.

u(w)dw =

42 - 2

Ta(e) = ﬁ’(ﬂe D |i)| u(ws) (Absorption),
472 - 2

Ti(e) = F’(ﬂe-Dﬁ) w(wi) (stim. Emission),

~

wobei D = er der Operator zum Dipolmoment des Atoms ist. Wenn das Strahlungsfeld E
unpolarisiert und isotrop ist, sind alle Polarisationsvektoren e gleich wahrscheinlich.

aps S em 4 2 2
= ng) = Fi(ft' )= 27 u(ws).

=3m (f| D i)
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Bemerkung: Diese Beschreibung betrifft Absorption und Emission insofern, als dass letztere durch
das angewendete elektrische Feld stimuliert wird. Es gibt auch spontane Emission, ohne dass ein
externes elektrisches Feld angelegt wird. Aus der Quantentheorie findet man, dass

. Em. 4 w3 .
r o = S (D).

Strahlugsiiberginge zwischen zwei verschiedenen Energieniveaus im H-Atom sind nur moglich,
wenn

‘(f|]5 |i>’ £ 0.
Die Zusténde |f) und [i) werden von Quantenzahlen n, 1, m, ms beschrieben:
f) = |nelymeme) i) = |nilimim;)
Man findet, dass die Strahlungsiibergdnge nur moglich sind, wenn (“Auswahlregeln”)

Amg =mg — mg = 0, Am =m¢s—m; =0, £1, Al =1 —[; = +1.

Fiir Wasserstoff findet man so folgende mégliche Ubergénge:

E (eV)
n =0 =1 =2 I=3 =4
5
0857 AT =gy 7 59
-1.5 3735 D 3d
-13.6— 1
1s
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Um die Auswahlregeln zu beweisen, schreiben wir die drei Komponente Dy, Dy und D, des Dipol-
operators D als

1 on m 1o
E(DI + 'LDy), _D() = -DZ7 _D_l = E(Dl‘ — lDy)

und berechnen die Kommutatoren
l., D] = ghD,, [l+, D) = (1 —38,1)hDg1V2, [I_, D, = (1 — 4 _1)hiDy_1V/2, mit ¢=—1,0,1.

Dann finden wir, dass

Dy =—

h! (I'm/|Dg|lm) = (I'm/|I,Dy|im)

= (I'm/|(Dyl= + hqDy)|im)

= (hm + hq)(I'm/|Dy|lm),
mit g = —1,0, 1. Hieraus folgt, dass

(I'm/|Dy|lm) # 0 nur wenn m’ = m + q.

Da ¢ nur die Werte —1, 0 und 1 annehmen kann, muss deshalb gelten, dass Am = 0, 1.
Fiir den Beweis, dass Matrixelemente (I'm/|D|im) nur dann nicht-null sind, wenn [/ — 1| = 1,
beweisen wir zuerst, dass diese Matrixelemente nur dann nicht-null sind, wenn I <1+ 1. Hierzu
nehmen wir an, dass es ein nicht-null Matrixelement (I'm/|Dy|lm) gibt mit I’ > I + 1 und zeigen
dann, dass dies zu einem Widerspruch fiihrt. Betrachten wir dafiir das Matrixelement (I'm’|Dy|im)
mit I/ > [ + 1 und mit dem hochsten m/-Wert, wofiir (I'm/|Dy|lm) # 0. Aus dem vorhergehenden

wissen wir, dass |m’ —m| < 1. Es muss auch gelten, dass |m| < I. Dal’ > [+ 1 folgt dann, dass
m’ < I’ und, deshalb, dass (I' + m/ + 1)(I' = m') # 0. Nun gilt, dass

0 # /(' +m + 1)1 —m'){I'n!|Dyim)
= (I',m + 1] Dy|im)
= (I, m! + 1(Dyly + (1 = 641)2V/2Dg11)|lm)
= /I —m)(I+m+1){I",m' +1|D,|l,m+1)
+ (1= 84 0)V2(l',m’ + 1| Dy |I,m).

Da m’ der héchste Wert war, wofiir (I'm’|D|lm) # 0, muss gelten, dass (I';m’ + 1|D|l,m + 1) =
(I';m' +1|Dg41|l,m) = 0. Dies gibt den gesuchten Widerspruch. Ebenso beweist man, dass Ma-

trixelemente (Im/|D|lm) nur dann nicht-null sind, wenn [ <"+ 1. Beide Ergebnisse kombinierend
finden wir dann, dass Matrixelemente (I’m’/|D|lm) nur dann nicht-null sind, wenn |’ — | < 1.

Schliesslich betrachten wir Paritdt: Unter eine Inversion r — —r gilt D — —D und [lm) —
(—=1)!|Im). Deshalb kénnen die Matrixelemente (I’m’|D,|lm) nur dann nicht-null sein, wenn

(71)1—0—[/ - _1.
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Skript zur 24. Vorlesung “Quantenmechanik”, Freitag den 15. Juli, 2011.

15.5 Anwendung: Streutheorie

In einem Streuproblem betrachtet man die Situation, das ein Teilchen von einem Hamilton-
Operator der Form
H=H,+H

beschrieben wird, wobei Hy = p?/2m der Hamilton-Operator eines freien Teilchens ist und die
Storung Hy = V(r) ein Potential ist, das nur nicht-null ist in der Umgebung des “Streuzen-
trums”, das wir im Ursprung unseres Koordinatensystems wahlen. Ein freies Teilchen
(Wellenpaket), dass dem Streuzentrum néhert, kann durch das Streupotential H, seinen
Zustand (d.h. Energie, Bewegungsrichtung) dndern. Man sagt: Das Teilchen wird gestreut.
Wir werden hier nur zeit-unabhéngige Streupotentiale V' (r) betrachten. In diesem Fall ist
die Energie erhalten und kann das Teilchen durch die Streuung nur seine Bewegungsrichtung
andern.

Ein Beispiel eines Streuproblems in einer Dimension ist der Potentialtopf. In diesem Fall
wird das Streuproblem durch die Wahrscheinlichkeiten R und T dass das Teilchen reflektiert
bzw. durchgelassen wird beschrieben. In haben wir besprochen, wie man R und T
quantenmechanisch berechnet. Ein wichtiger Punkt in dieser Berechnung war, dass sie mit
Wellen anstatt Wellenpakete ausgefithrt werden konnte.

In drei Dimensionen wird ein Streuproblem durch den differentiellen Streuquerschnitt do /dS2
beschrieben. Dieser ist definiert als



wobei N (Q)dS2 die Zahl der Teilchen ist, die pro Zeiteinheit in einem Detekter mit Winkelele-
ment df2 gemissen wird, und j der eingehende Fluss oder Stromdichte der einfallenden
Teilchen, d.h. die Zahl der Teilchen pro Zeiteinheit und pro Oberflacheneinheit im einkomme-
nen Teilchenstrahl. Der totale Streuquerschnitt ist als

do
= [a0ZZ
4 / a0

definiert.
Detektor,

/» Winkelelement dQ
—_ /

- Streuzentrum
Teilchenstrahl
Fluss j

Wir berechnen nun do/d) in Stérungstheorie. Das Streuzentrum wird “eingebettet” in
einem Volumen L? mit periodischen Randbedingungen (damit alle Zustinde normiert sind
und wir die Ergebnisse der zeitabhédngigen Stérungstheorie anwenden kénnen).

Anfangszustand:

Endzustand:

Ui(r) = g /!

2

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, dass ein Teilchen i — f gestreut wird:

2

27 A
I's = > (f|Hy|i)| 0(E; — Ey).
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Hieraus folgt, dass

: 2 NENNE: s
NdQ = — = |{el =
d Z P = — |(tH)| Q(E)
f:k¢ in dQQ
wobei 2(E) die totale Zustandsdichte und Q(E)(d2/4m) die Dichte der Zustdnde mit k im

Winkelelement df) ist. Die Energie E' = F; = E;. Wir wissen aus den I"Jbungen, dass

O(E) Lom o

T 2m23
Der Fluss j wird von j = Geschwindigkeit / Volumen gegeben, d.h.
. hk/m
IS
Alles kombinierend findet man dass der differentiellen Streuquerschnitt do/dS2 durch
do . 2 2
9 _ e ‘ ta ] =2
i) M| Gy
m? 2
— ikz—iker
= W /dre £ V(I‘)

gegeben wird, wobei wir in der letzten Gleichung H = V(1) eingesetzt haben. Dieses
Ergebnis ist als die Bornsche Naherung fiir den Streuquerschnitt bekannt.

Fiir ein kugelsymmetrisches Potential kann man diesen Ausdruck vereinfachen:

/dr etka=ikery (1) = /dr eV (1),

mit q = ke, — k. Dann:

) ™ [e's] ‘ , 4 0
/dr e TV (r) = 27T/ df sin 9'/ dr e sV (r) = g/ drrsin(qr)V(r).
0 0 0

Fiir die Lange q des Vektors q findet man, dass

k
0 i
q = 2ksin 3 , 0

wobei # der Winkel zwischen ke, und kg ist. z

do  4m?

= g

/0 " drrsin(gr)V ()

Bemerkungen:
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1. Wenn das Potential V' nur nicht-null ist fiir » < @ und wenn ka < 1, dann findet man,
do m? 2

dass
—q = )T /drV(r)

unabhéngig von € und auch fiir nicht-kugelsymmetrische Potentiale V' (r).

2. Dieses Ergebnis ist eine Annaherung, die nur giiltig ist fiir V' schwach genug. Praktisch
bedeutet das haufig, dass

do 2 . 2
0 < ( - ) = (Wellenldnge)” .

3. Die Bornsche Naherung kann auch auf Streuprobleme in 1 Dimension angewendet
werden. In diesem Fall findet man:

Reflektionswahrscheinlichkeit:

R N B Zahl der reflektierten Teilchen pro Zeiteinheit
~J  Teilchenstrom=Zahl der einfallenden Teilchen pro Zeiteinheit

Mit .
¢1(I) _ _eikx wf(l,) _ ﬁeikm7 k’f - —k

findet man dann:
2
N = Z I's = (| Hili)| Q(E)

kix~—k

O(E) = %\/g

die Zustandsdichte in einer Dimension ist, und der Faktor 1/2 der relative Anteil der
Zustande mit k¢ negativ gibt. Der Strom der einfallenden Teilchen ist

Y

| —

wobel

%k Geschwindigkeit
J="2 = — .
L Lange

Hieraus folgt, dass die Reflektionswahrscheinlichkeit

/ da V (x)e*™

In diesem Fall ist die Stérungstheorie giiltig, solange R < 1. (Im Limes £k — 0
divergiert R aber!)

2 m2 2

T Rn

L*m?

k= k2

(| A )
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